
新 線形代数　問題集

1章　ベクトル　 § 1 　平面のベクトル (p.3～p.8)

BASIC

1 　正六角形の性質より，内部の三角形はすべて正三角形であるから

　　 OA = AB = CD = ED = 1

　　 AD = FC = 2

　よって

　　 OA = 1, AB = 1, CD = 1, ED = 1

　　 AD = 2, FC = 2

　大きさと向きが同じベクトルが等しいベクトルであるから

　　 ABと ED

　大きさが 1のベクトルが単位ベクトルであるから

　　 OA, AB, CD, ED

2 　大きさが同じで向きが反対であるものが，互いに逆ベクトルとな

るので

　　 OAと OD， OBと OE， OCと OF

3 （ 1）　 PQ = PA1 + A1A2 + A2A3 + A3Q

= ~d + (−~b) + (−~c) + ~a

= ~a −~b −~c + ~d

（ 2）　 PQ = PA1 + A1A2 + A2A3 + A3Q

= ~b + (−~d) + (−~c) + ~a

= ~a +~b −~c − ~d

4 （ 1）与式 = −3~a + 12~b + 4~a− 10~b

= ~a + 2~b

（ 2）与式 = 2~a + 8~b + ~a− 3~b

= 3~a + 5~b

5 2~a +~b− ~x = −3~x− ~a + 3~b

−~x + 3~x = −~a + 3~b− 2~a−~b

2~x = −3~a + 2~b

~x = − 3
2

~a +~b

6 　 ~aと同じ向きで，大きさが 1のベクトルは，
~a
5
であり，求める

ベクトルはこのベクトルの逆ベクトルであるから，− ~a

5

7 （ 1）　 与式 = 2(−2, 3)− (1, − 1)

= (−4, 6)− (1, − 1)

= (−4− 1, 6− (−1))

= (−5, 7)

　よって

　　 2~a−~b =
√

(−5)2 + 72

=
√

25 + 49 =
√

74

（ 2）　 与式 = 1
2

(−2, 3) + (1, − 1)

=
(
−1, 3

2

)
+ (1, − 1)

=
(
−1 + 1, 3

2
− 1

)

=
(
0, 1

2

)

　よって

　　 1
2

~a +~b =

√
02 +

(
1
2

)2

=
√

1
4

= 1
2

（ 3）　 与式 = − 1
2

(−2, 3) + 1
3

(1, − 1)

=
(
1, − 3

2

)
+

(
1
3

, − 1
3

)

=
(
1 + 1

3
, − 3

2
− 1

3

)

=
(

4
3

, − 11
6

)

　よって

　　 − 1
2

~a + 1
3

~b =

√(
4
3

)2

+
(

11
6

)2

=
√

16
9

+ 121
36

=
√

64 + 121
36

=
√

185
36

=
√

185
6

8 （ 1）　 AB = OB−OA

= (3, 1)− (1, − 1)

= (3− 1, 1− (−1))

= (2, 2)

　よって

　　 AB =
√

22 + 22

=
√

8 = 2
√

2

（ 2）　 BC = OC−OB

= (−1, 2)− (3, 1)

= (−1− 3, 2− 1)

= (−4, 1)

　よって

　　 BC =
√

(−4)2 + 12

=
√

17

（ 3）　 CA = OA−OC

= (1, − 1)− (−1, 2)

= (1− (−1), − 1− 2)

= (2, − 3)

　よって

　　 CA =
√

22 + (−3)2

=
√

13

9 　 AB = (2, − 1)− (−1, 0)

= (2− (−1), − 1− 0) = (3, − 1)
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　 AC = (x, y)− (−1, 0)

= (x + 1, y)

　 AC = kABより

　　 (x + 1, y) = k(3, − 1)

= (3k, − k)

　これより，

{
x + 1 = 3k · · · 1©
y = −k · · · 2©

　また， AC = 20より， AC
2

= 400

　すなわち，(x + 1)2 + y2 = 400 · · · 3©
　 1©，2©を 3©に代入して
　　 (3k)2 + (−k)2 = 400

　　 10k2 = 400

　　 k2 = 40

　 k は正の実数なので，k =
√

40 = 2
√

10

　これを， 1©，2©に代入して
　　 x = −1 + 3 · 2√10 = −1 + 6

√
10

　　 y = −2
√

10

　よって，点 Cの座標は，(−1 + 6
√

10, − 2
√

10)

10 （ 1）~a ·~b = 4 · 2 · cos π
6

= 2 · 4 ·
√

3
2

= 4
√

3

（ 2）~a ·~b = 2 ·
√

3 · cos 3
4

π

= 2
√

3 ·
(
−
√

2
2

)
= −

√
6

11 　三平方の定理より，AC = 2
√

2

（ 1）　 ABと BCのなす角は 90◦ である．

90◦

BA

C

　 AB · BC = 2 · 2 · cos π
2

= 4 · 0 = 0

（ 2）　 ABと ACのなす角は 45◦ である．

45◦
BA

C

　 AB ·AC = 2 · 2
√

2 · cos π
4

= 4
√

2 · 1√
2

= 4

（ 3）　 BCと CAのなす角は 135◦ である．

135◦

BA

C

　 BC · CA = 2 · 2
√

2 · cos 3
4

π

= 4
√

2 ·
(
− 1√

2

)
= −4

12 （ 1）　 ~a ·~b = 1 · (−2) + (−3) · (−1)

= −2 + 3 = 1

（ 2）　 ~a ·~b =
√

5 ·
√

10 + (−5) ·
√

2

= 5
√

2− 5
√

2 = 0

13 　 ~aと~bのなす角を θ とする．

（ 1）　 ~a =
√

12 + 32

=
√

1 + 9 =
√

10

　 ~b =
√

42 + 22

=
√

16 + 4 =
√

20 = 2
√

5

　 ~a ·~b = 1 · 4 + 3 · 2
= 4 + 6 = 10

　したがって

　　 cos θ = 10√
10 · 2√5

= 10
10
√

2
= 1√

2
　 0 <= θ <= π より，θ = π

4

（ 2）　 ~a =
√

12 + 22

=
√

1 + 4 =
√

5

　 ~b =
√

12 + (−3)2

=
√

1 + 9 =
√

10

　 ~a ·~b = 1 · 1 + 2 · (−3)

= 1− 6 = −5

　したがって

　　 cos θ = −5√
5 · √10

= − 5
5
√

2
= − 1√

2

　 0 <= θ <= π より，θ = 3
4

π

（ 3）　 ~a =
√

22 + 32

=
√

4 + 9 =
√

13

　 ~b =
√

(−2)2 + (−3)2

=
√

4 + 9 =
√

13

　 ~a ·~b = 2 · (−2) + 3 · (−3)

= −4− 9 = −13

　したがって

とどろき英数塾



新 線形代数　問題集

　　 cos θ = −13√
13 · √13

= − 13
13

= −1

　 0 <= θ <= π より，θ = π

（ 4）　 ~a =
√

(1 +
√

3)2 + 22

=
√

1 + 2
√

3 + 3 + 4 =
√

8 + 2
√

3

　 ~b =
√

(1−
√

3)2 + 12

=
√

1− 2
√

3 + 3 + 1 =
√

5− 2
√

3

　 ~a ·~b = (1 +
√

3)(1−
√

3) + 2 · 1
= 1− 3 + 2 = 0

　したがって

　　 cos θ = 0√
8 + 2

√
3 ·

√
5− 2

√
3

= 0

　 0 <= θ <= π より，θ = π

2

14 （ 1）　 与式 = 2~a · ~a + 2~a ·~b−~b · ~a−~b ·~b

= 2 ~a
2

+ ~a ·~b− ~b
2

= 2 · (
√

3)2 + 1− (
√

5)2

= 6 + 1− 5 = 2

（ 2）　 与式 = (2~a +~b) · (2~a +~b)

= 2~a · 2~a + 2~a ·~b +~b · 2~a +~b ·~b

= 4 ~a
2

+ 4~a ·~b + ~b
2

= 4 · (
√

3)2 + 4 · 1 + (
√

5)2

= 12 + 4 + 5 = 21

15 　

···········
1

··············
·················· 3A

B C

D

　 AB = 1, AD = 3

　 AB ·AD = 1 · 3 · cos 2
3

π

= 3 ·
(
− 1

2

)
= − 3

2
　ここで，AC = AB + ADであるから

　　 AC
2

= AB + AD
2

= AB
2

+ 2AB ·AD + AD
2

= 12 + 2 ·
(
− 3

2

)
+ 32

= 1− 3 + 9 = 7

　 AC > 0であるから， AC =
√

7

16 （ 1）　ベクトルの平行条件より，~b = m~aとなる実数mが存在す

るから

　　 (−3, k + 5) = m(2, k)

　これより，

{
−3 = −2m · · · 1©
k + 5 = mk · · · 2©

　 1©より，m = − 3
2

　これを 2©に代入して

　　 k + 5 = − 3
2

k

　　 2(k + 5) = −3k

　　 2k + 10 = −3k

　　 5k = −10

　よって，k = −2

（ 2）　ベクトルの平行条件より，~b = m~aとなる実数mが存在す

るから

　　 (k, k + 4) = m(1, 3)

　これより，

{
k = m · · · 1©
k + 4 = 3m · · · 2©

　 1©を 2©に代入して
　　 k + 4 = 3k

　　 2k = 4

　よって，k = 2 (m = 2)

17 　 AB = (6, − 7)− (2, 3)

= (4, − 10)

　 CD = (k, 2)− (−1, k)

= (k + 1, 2− k)

　ベクトルの平行条件より，CD = mAB となる実数 m が存在す

るから

　　 (k + 1, 2− k) = m(4, − 10)

　これより，

{
k + 1 = 4m · · · 1©
2− k = −10m · · · 2©

　 1©× 5 + 2©× 2より

　　 5(k + 1) + 2(2− k) = 0

　　 5k + 5 + 4− 2k = 0

　　 3k = −9

　よって，k = −3

18 　 ~a−~b
2

= ~a
2 − 2~a ·~b + ~b

2

= 22 − 2 · 2 + (
√

3)2

= 4− 4 + 3 = 3 \= 0

　 ~a + 2~b
2

= ~a
2

+ 4~a ·~b + 4 ~b
2

= 22 + 4 · 2 + 4 · (
√

3)2

= 4 + 8 + 12 = 24 \= 0

　よって，~a−~b \= ~0, ~a + 2~b \= ~0

　 ~a−~bと ~a + 2~bの内積を求めると

　　 (~a−~b) · (~a + 2~b) = ~a
2

+ ~a · 2~b−~b · ~a− 2 ~b
2

= ~a
2

+ ~a ·~b− 2 ~b
2

= 22 + 2− 2 · (
√

3)2

= 4 + 2− 6 = 0

　よって，~a−~bと ~a + 2~bは直交する．

19 　ベクトルの垂直条件より，~a ·~b = 0であるから

　　 2(k − 1) + (−1) · k = 0

　　 2k − 2− k = 0

　　 k = 2

　このとき，~b = (2− 1, 2) = (1, 2) \= ~0

　よって，k = 2

とどろき英数塾
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20 　　 OP = (k, 2)− (0, 0)

= (k, 2)

　　 AP = (k, 2)− (9, − 2)

= (k − 9, 4)

　 OP⊥APのとき，OP ·AP = 0であるから

　　 k(k − 9) + 2 · 4 = 0

　　 k2 − 9k + 8 = 0

　　 (k − 1)(k − 8) = 0

　よって，k = 1, 8

21 　　 OP = 3OA + 4OB
4 + 3

= 3OA + 4OB
7

　　 OQ = 4OA + 3OB
3 + 4

= 4OA + 3OB
7

　 OA = (−3, 5), OB = (4, − 9)であるから

　　 OP = 3OA + 4OB
7

= 3
7

OA + 4
7

OB

= 3
7

(−3, 5) + 4
7

(4, − 9)

=
(
− 9

7
, 15

7

)
+

(
16
7

, − 36
7

)

=
(
− 9

7
+ 16

7
, 15

7
− 36

7

)

=
(

7
7

, − 21
7

)
= (1, − 3)

　よって，点 Pの座標は，(1, − 3)

　　 OQ = 4OA + 3OB
7

= 4
7

OA + 3
7

OB

= 4
7

(−3, 5) + 3
7

(4, − 9)

=
(
− 12

7
, 20

7

)
+

(
12
7

, − 27
7

)

=
(
− 12

7
+ 12

7
, 20

7
− 27

7

)

=
(
0, − 7

7

)
= (0, − 1)

　よって，点 Qの座標は，(0, − 1)

22 　 4ABC の重心 G の位置ベクトルは，OG = OA + OB + OC
3

である．

　ここで，OA = (1, 2), OB = (−2, − 3) OC = (−1, 4)であ

るから

　　 OG = 1
3

(OA + OB + OC)

= 1
3
{(1, 2) + (−2, − 3) + (−1, 4)}

= 1
3

(1− 2− 1, 2− 3 + 4)

= 1
3

(−2, 3) =
(
− 2

3
, 1

)

　よって，点 Gの座標は，
(

− 2
3

, 1
)

23 　　 MN = ON−OM

= 1
2

OB− 1
2

OA

= 1
2

~b− 1
2

~a

= 1
2

(~b − ~a)

　　 AB = OB−OA

= ~b− ~a

　よって，AB = 2MNであるから，AB // MNである．

24 　 AB = OB−OA

= (4, − 2)− (1, 0) = (3, − 2)

　 AC = OC−OA

= (−2, 2)− (1, 0) = (−3, 2)

　よって，AC = −ABであるから，3点 A，B，Cは一直線上にあ

る．

25 　下の図のように，AB = ~b, AC = ~cとする．

~b ~c

A

B CM

　二等辺三角形の定義より， ~b = ~c · · · 1©
　点Mは辺 BCの中点だから

　　 AM = AB + AC
2

=
~b +~c

2
= 1

2
(~b +~c)

　また，BC = AC−AB

= ~c−~b

　 AMと BCの内積を求めると

　　 AM · BC =
{

1
2

(~b +~c)
}
· (~c−~b)

= 1
2

(~c +~b) · (~c−~b)

= 1
2

(
~c

2 − ~b
2
)

　ここで， 1©より， ~b
2

= ~c
2
であるから，AM · BC = 0

よって，AM⊥BC，すなわち，AM⊥BCである．

26 （ 1）　直線上の任意の点の座標を (x, y)，tを実数とすると

　　 (x, y) = (1, − 1) + t(−3, 2)

= (1− 3t, − 1 + 2t)

　成分を比較して

　　

{
x = 1 − 3t

y = −1 + 2t
（tは実数）

（ 2）　直線上の任意の点の座標を (x, y)，tを実数とすると

　　 (x, y) = (3, − 2) + t(2, 0)

= (3 + 2t, − 2)

　成分を比較して

　　

{
x = 3 + 2t

y = −2
（tは実数）

※任意の実数 tに対して，常に y = −2であるから，x = 3+2t

はなくてもよい．

（ 3）　 ABを方向ベクトルと考える．

　　 AB = (7, − 3)− (2, 5) = (5, − 8)

　点 Aを通り，(5, − 8)を方向ベクトルとする直線上の任

意の点の座標を (x, y)，tを実数とすると

とどろき英数塾
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　　 (x, y) = (2, 5) + t(5, − 8)

= (2 + 5t, 5− 8t)

　成分を比較して

　　

{
x = 2 + 5t

y = 5 − 8t
（tは実数）

※ この解答以外にも，点 Bを通り，(5, − 8)を方向ベクト

ルとする直線を考えれば

　　

{
x = 7 + 5t

y = −3 − 8t
（tは実数）

　点 Aを通り，BA = (−5, 8)を方向ベクトルとすれば

　　

{
x = 2 − 5t

y = 5 + 8t
（tは実数）

　点 Bを通り，BA = (−5, 8)を方向ベクトルとすれば

　　

{
x = 7 − 5t

y = −3 + 8t
（tは実数）

27 （ 1）　 (2, − 3)

（ 2）　 y = − 2
7

x−1より，7y = −2x−7，すなわち，2x+7y+7 =

0であるから

　　 (2, 7)

28 （ 1）　
−3 · 0 + 2 · 0 + 5√

(−3)2 + 22
=

5√
13

= 5√
13

（ 2）y = −2x + 3より，2x + y − 3 = 0であるから

　　
2 · (−3) + 2− 3√

22 + 12
=

−7√
5

= 7√
5

29 （ 1）　点 Aを通り，AB = (5, − 2)− (0, 1) = (5, − 3)を方向

ベクトルとする直線の式を求めればよい．

　直線上の任意の点の座標を (x, y)，tを実数とすると

　　 (x, y) = (0, 1) + t(5, − 3)

= (5t, 1− 3t)

　成分を比較して

　　

{
x = 5t · · · 1©
y = 1− 3t · · · 2©

　 1©より，t = x
5

　 2©に代入して
　　 y = 1− 3 · x

5
= − 3

5
x + 1

　これより，5y = −3x + 5

　したがって，3x + 5y − 5 = 0

〔別解〕

　求める方程式は

　　 y − 1 = −2− 1
5− 0

(x− 0)

　　 y − 1 = − 3
5

x

　　 5(y − 1) = −3x

　　 5y − 5 = −3x

　よって，3x + 5y − 5 = 0

（ 2）点 Cと直線 ABとの距離を dとすると

　　 d =
3 · 3 + 5 · 4− 5√

32 + 52

=
24√
34

= 24√
34

（ 3）　 4ABC = 1
2

AB · d

= 1
2

√
(5− 0)2 + (−2− 1)2 · 24√

34

= 12√
34

√
25 + 9

= 12√
34

√
34 = 12

30 （ 1）　~c = m~a + n~bとおくと

　　 (1, 2) = m(−1, 2) + n(1, − 1)

= (−m + n, 2m− n)

　成分を比較して

　　

{
1 = −m + n · · · 1©
2 = 2m− n · · · 2©

　 1©+ 2©より，3 = m

　これを 1©に代入して
　　 1 = −3 + n

　　 n = 4

　よって，~c = 3~a + 4~b

（ 2）　 ~d = m~a + n~bとおくと

　　 (−3, 5) = m(−1, 2) + n(1, − 1)

= (−m + n, 2m− n)

　成分を比較して

　　

{
−3 = −m + n · · · 1©
5 = 2m− n · · · 2©

　 1©+ 2©より，2 = m

　これを 1©に代入して
　　 −3 = −2 + n

　　 n = −1

　よって，~d = 2~a −~b

31 （ 1）　 ~a, ~bが線形独立であるから

　　

{
2x = −4 · · · 1©
−y + 1 = 2 · · · 2©

　 1©より，x = −2

　 2©より，y = −1

　よって，x = −2, y = −1

（ 2）　 右辺 = (−y − 1)~a + 2~b

　よって，(x + y)~a + (x− y)~b = (−y − 1)~a + 2~b

　 ~a, ~bが線形独立であるから

　　

{
x + y = −y − 1 · · · 1©
x− y = 2 · · · 2©

　 1©より，x + 2y = −1 · · · 1©′

　 1©′ − 2©より
　　 3y = −3

　　 y = −1

　これを 2©に代入して
　　 x− (−1) = 2

　　 x = 1

　したがって，x = 1, y = −1

とどろき英数塾
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32 　 OA = ~a, OB = ~bとする．

　点 Lは線分 ABを 3 : 2に内分する点なので

　　 OL = 2~a + 3~b
3 + 2

= 2
5

~a + 3
5

~b

　点 Pは線分 OL上にあるので，OP = sOLとなる実数 sが存在

するから

　　 OP = s
(

2
5

~a + 3
5

~b
)

= 2s
5

~a + 3s
5

~b · · · 1©
　また，点Pは線分AM上にあるので，実数 tを用いて，AP = tAM

とおけば

　　 OP = OA + AP

= OA + tAM

= OA + t(OM−OA)

= (1− t)OA + tOM

　ここで，点Mは線分 OBの中点だから，OM = 1
2

~b

　したがって，OP = (1− t)~a + t
2

~b · · · 2©
　 1©, 2©より
　　 2s

5
~a + 3s

5
~b = (1− t)~a + t

2
~b

　 ~a, ~bは線形独立なので

　　





2s
5

= 1− t

3s
5

= 1
2

t

　整理すると

　　





2s + 5t = 5 · · · 1©

6s = 5t · · · 2©
　 2©を 1©に代入して
　　 2s + 6s = 5

　　 s = 5
8

　これを 2©に代入して
　　 6 · 5

8
= 5t

　　 5t = 15
4

　　 t = 3
4

　したがって，AP = tAM = 3
4

AMとなるので

　　AP : PM = 3 : 1

CHECK

33 　

~b

~dA

B C

D

（ 1）与式 = −BC

= −AD = −~d

（ 2）与式 = CB + BA

= −~d + (−AB)

= −~d + (−~b)

= −~d −~b

（ 3）与式 = BA + AD

= −AB + AD

= −~b + ~d

34 −~a− 2~b + 4~a− 4~x = ~x + 2~a−~b

−4~x− ~x = 2~a−~b + ~a + 2~b− 4~a

−5~x = −~a +~b

~x = 1
5

~a − 1
5

~b

35 （ 1）AB = OB−OA

= (−1, 1)− (2, − 3)

= (−1− 2, 1− (−3))

= (−3, 4)

AB =
√

(−3)2 + 42

=
√

25 = 5

（ 2）AC = OC−OA

= (x, y)− (2, − 3)

= (x− 2, y + 3)

　 AC = kABより

　　 (x− 2, y + 3) = k(−3, 4)

= (−3k, 4k)

　これより，

{
x− 2 = −3k · · · 1©
y + 3 = 4k · · · 2©

　また，ACは単位ベクトルであるから， AC = 1

　よって，(x− 2)2 + (y + 3)2 = 1 · · · 3©
　 1©，2©を 3©に代入して
　　 (−3k)2 + (4k)2 = 1

　　 25k2 = 1

　　 k2 = 1
25

　 k > 0なので，k =
√

1
25

= 1
5

　これを， 1©，2©に代入して
　　 x = −3k + 2 = −3 · 1

5
+ 2 = 7

5
　　 y = 4k − 3 = 4 · 1

5
− 3 = − 11

5

　よって，点 Cの座標は，
(

7
5

, − 11
5

)

36 （ 1）与式 = ~a · ~a + ~a · 2~b−~b · ~a−~b · 2~b

= ~a
2

+ ~a ·~b− 2 ~b
2

= 22 + 1− 2 · 32

= 4 + 1− 18 = −13

（ 2）与式 = (~a +~b) · (~a +~b)

= ~a · ~a + ~a ·~b +~b · ~a +~b ·~b

= ~a
2

+ 2~a ·~b + ~b
2

= 22 + 2 · 1 + 32

= 4 + 2 + 9 = 15

37 （ 1）　ベクトルの平行条件より，~b = m~aとなる実数mが存在す

るから

とどろき英数塾
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　　 (−1, k) = m(2, 1)

　これより，

{
−1 = −2m · · · 1©
k = m · · · 2©

　 1©より，m = − 1
2

　これを 2©に代入して
　　 k = − 1

2

（ 2）　ベクトルの垂直条件より，~a ·~b = 0であるから

　　 2 · (−1) + 1 · k = 0

　　 −2 + k = 0

　　 k = 2

38 （ 1）　 OP = 1OA + 2OB
2 + 1

= OA + 2OB
3

　 OA = (1, − 1), OB = (−2, 1)であるから

　　 OP = OA + 2OB
3

= 1
3

OA + 2
3

OB

= 1
3

(1, − 1) + 2
3

(−2, 1)

=
(

1
3

, − 1
3

)
+

(
− 4

3
, 2

3

)

=
(

1
3
− 4

3
, − 1

3
+ 2

3

)
=

(
−1, 1

3

)

　よって，点 Pの座標は，
(

−1,
1
3

)

（ 2）　重心 Gの位置ベクトルを OGとすると

　　 OG = OA + OB + OC
3

= 1
3

(OA + OB + OC)

= 1
3
{(1, − 1) + (−2, 1) + (0, 4)}

= 1
3

(1− 2 + 0, − 1 + 1 + 4)

= 1
3

(−1, 4) =
(
− 1

3
, 4

3

)

　よって，点 Gの座標は，
(

− 1
3

,
4
3

)

39 　 AB = OB−OA

= (−4, − 1)− (−2, 0) = (−2, − 1)

　 AC = OC−OA

= (0, 1)− (−2, 0) = (2, 1)

　よって，AC = −ABであるから，3点 A，B，Cは一直線上にあ

る．

40 　直線上の任意の点の座標を (x, y)，tを実数とすると

　　 (x, y) = (1, 2) + t(2, − 1)

= (1 + 2t, 2− t)

　成分を比較して

　　

{
x = 1 + 2t

y = 2 − t
（tは実数）

41 （ 1）　 (−1, 2)

（ 2）　
−(−1) + 2 · 1 + 2√

(−1)2 + 22
=

5√
5

= 5√
5

=
√

5

42 　~c = m~a + n~bとおくと

　　 (−1, 3) = m(2, 1) + n(1, 2)

= (2m + n, m + 2n)

　成分を比較して

　　

{
−1 = 2m + n · · · 1©
3 = m + 2n · · · 2©

　 1©− 2©× 2より，−7 = −3n

　よって，n = 7
3

　これを 2©に代入して
　　 3 = m + 2 · 7

3
　　 3 = m + 14

3
　　m = 3− 14

3
= − 5

3

　よって，~c = − 5
3

~a + 7
3

~b

43 　 左辺 = (x + 2)~a− 3~b

　よって，(x + 2)~a− 3~b = y~a− (2− x)~b

　 ~a, ~bが線形独立であるから

　　

{
x + 2 = y · · · 1©
−3 = −(2− x) · · · 2©

　 2©より，−3 = −2 + x，すなわち，x = −1

　これを 1©に代入して
　　 −1 + 2 = y

　　 y = 1

　したがって，x = −1, y = 1

44 　 OA = ~a, OB = ~bとする．

　点Mは線分 ABの中点なので

　　 OM =
~a +~b

2

= 1
2

~a + 1
2

~b

　点 P は線分 OM 上にあるので，OP = sOM となる実数 s が存

在するから

　　 OP = s
(

1
2

~a + 1
2

~b
)

= s
2

~a + s
2

~b · · · 1©
　また，点 Pは線分 BN上にあるので，実数 tを用いて，BP = tBN

とおけば

　　 OP = OB + BP

= OB + tBN

= OB + t(ON−OB)

= (1− t)OB + tON

　ここで，点Nは線分OAを 1 : 2に内分する点だから，ON = 1
3

~a

　したがって，OP = (1− t)~b + t
3

~a · · · 2©
　 1©, 2©より
　　 s

2
~a + s

2
~b = t

3
~a + (1− t)~b

　 ~a, ~bは線形独立なので

　　





s
2

= t
3

· · · 1©
s
2

= 1− t

　 2式より， t
3

= 1− t

　　 t = 3− 3t

　　 t = 3
4

　 1©より，3s = 2t，すなわち，s = 2
3

tであるから

とどろき英数塾
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　　 s = 2
3
· 3

4
= 1

2
　したがって，OP = sOM = 1

2
OMとなるので

　　OP : PM = 1 : 1

STEP UP

45 （ 1）　 2~a− 3~b = 2
√

13の両辺を 2乗すると

　　 2~a− 3~b
2

= (2
√

13)2

= 52

　ここで

　　 左辺 = (2~a− 3~b) · (2~a− 3~b)

= 4 ~a
2 − 12~a ·~b + 9 ~b

2

= 4 · 12 − 12~a ·~b + 9 · 22

= −12~a ·~b + 40

　よって，−12~a ·~b + 40 = 52であるから

　　 −12~a ·~b = 12

　したがって，~a ·~b = −1

（ 2）　 2つのベクトルのなす角を θ とすると

　　 cos θ =
~a ·~b
~a ~b

= −1
1 · 2 = − 1

2

　 0 <= θ <= π より，θ = 2
3

π

46 （ 1）　

M

A

B C

　Mは線分 BCの中点だから

　　 AM = AB + AC
2

= 1
2

(AB + AC)

　　 BM = 1
2

BC

= 1
2

(AC − AB)

（ 2）　 AM
2

= 1
2

(AB + AC)
2

= 1
4

AB + AC
2

= 1
4

(
AB

2
+ 2

−→
AB · −→AC +

−→
AC

2
)

　 BM
2

= 1
2

(AC−AB)
2

= 1
4

AC−AB
2

= 1
4

(
AC

2 − 2
−→
AC · −→AB +

−→
AB

2
)

　よって

　 右辺 = 2
{

1
4

(
AB

2
+ 2

−→
AB · −→AC +

−→
AC

2
)

+ 1
4

(
AC

2 − 2
−→
AC · −→AB +

−→
AB

2
)}

= 2
(

1
2

AB
2

+ 1
2

AC
2)

= AB
2

+ AC
2

= 左辺

47 （ 1）　与式を変形すると

　　 3OP = OA + 2OB

OP = OA + 2OB
3

= OA + 2OB
2 + 1

　よって，点 Pは線分ABを 2 : 1に内分する点である．

（ 2）　 AP = OP−OA

　 BP = OP−OB

であるから，これらを用いて与式を変形すると

　　 (OP−OA) + (OP−OB) = ~0

　　 2OP = OA + OB

OP = OA + OB
2

　よって，点 Pは線分ABの中点である．

（ 3）　（ 2）の 2式を用いて与式を変形すると

　　 2(OP−OA) + 3(OP−OB) = ~0

　　 5OP = 2OA + 3OB

OP = 2OA + 3OB
5

= 2OA + 3OB
3 + 2

　よって，点 Pは線分ABを 3 : 2に内分する点である．

（ 4）　 AB = OB−OA

　 PA = OP−OA

であるから，これらを用いて与式を変形すると

　　 3(OB−OA) + 2(OP−OB) + 6(OA−OP) = ~0

　　 2OP− 6OP = 3OA− 3OB + 2OB− 6OA

　　 −4OP = −3OA−OB

OP = 3OA + OB
4

= 3OA + OB
1 + 3

　よって，点 Pは線分ABを 1 : 3に内分する点である．

48 　

A

B

C

D

x

y

O

　四角形 ABCDが平行四辺形になるためには，AD = BCとなれ

ばよい．（または，AB = DCなど）

とどろき英数塾
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　　 AD = OD−OA

= (x, y)− (−4, − 1)

= (x + 4, y + 1)

　　 BC = OC−OB

= (4, 5)− (2, 2)

= (2, 3)

　成分を比較して

　　

{
x + 4 = 2 · · · 1©
y + 1 = 3 · · · 2©

　 1©より，x = −2， 2©より，y = 2

　以上より，x = −2, y = 2

49 （ 1）　

A

B C

P

D

　 AD = sAC, BD = tBPとおくと

　　 BD = AD−AB

= sAC−AB

= −−→AB + sAC · · · 1©
　また

　　 BD = tBP

= t(AP−AB)

= t
(

2
5

AB + 1
5

AC−AB
)

= t
(
− 3

5
AB + 1

5
AC

)

= − 3t
5

AB + t
5

AC · · · 2©
　 1©, 2©より
　　 −AB + sAC = − 3t

5
AB + t

5
AC

　　 AB, ACは線形独立であるから

　　




−1 = − 3t

5
· · · 3©

s = t
5

· · · 4©

　 3©より，t = 5
3
　 4©に代入して，s = 1

3
　よって

　　 AD = sAC

= 1
3

AC

　これより，AD : DC = 1 : 2

A

B C

P

E

　 AE = kAB, CE = lCPとおくと

　　 CE = AE−AC

= kAB−AC · · · 5©
　また

　　 CE = lCP

= l(AP−AC)

= l
(

2
5

AB + 1
5

AC−AC
)

= l
(

2
5

AB− 4
5

AC
)

= 2l
5

AB− 4l
5

AC · · · 5©
　 5©, 6©より
　　 kAB−AC = 2l

5
AB− 4l

5
AC

　　 AB, ACは線形独立であるから

　　





k = 2l
5

· · · 7©

−1 = − 4l
5

· · · 8©

　 8©より，l = 5
4
　 7©に代入して，k = 1

2
　よって

　　 AE = kAB

= 1
2

AB

　これより，AE : EB = 1 : 1

（ 2）　点 Fは線分 APの中点だから

　　 AF = 1
2

AP

= 1
2

(
2
5

AB + 1
5

AC
)

= 1
5

AB + 1
10

AC

　点 Jは線分 BCの中点だから

　　 AJ = AB + AC
2

= 1
2

AB + 1
2

AC

　点 Kは線分 DEの中点だから

　　 AK = AD + AE
2

= 1
2

AD + 1
2

AE

= 1
2
· 1

3
AC + 1

2
· 1

2
AB

= 1
4

AB + 1
6

AC

　以上より

　　 FJ = AJ−AF

=
(

1
2

AB + 1
2

AC
)
−

(
1
5

AB + 1
10

AC
)

= 5− 2
10

AB + 5− 1
10

AC

= 3
10

AB + 2
5

AC

　　 FK = AK−AF

=
(

1
4

AB + 1
6

AC
)
−

(
1
5

AB + 1
10

AC
)

= 5− 4
20

AB + 5− 3
30

AC

= 1
20

AB + 1
15

AC

　よって
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　　 FJ = 3
10

AB + 2
5

AC

= 6
(

1
20

AB + 1
15

AC
)

= 6FK

　したがって，3点 F，J，Kは一直線上に並ぶ．

50 （ 1）　 OP = −2OA + 5OB
5− 2

= −2OA + 5OB
3

　ここで，OA = (1, 3), OB = (4, − 2)であるから

　　 OP = 1
3
{−2(1, 3) + 5(4, − 2)}

= 1
3
{(−2, − 6) + (20, − 10)}

= 1
3

(18, − 16) =
(
6, − 16

3

)

　よって，点 Pの座標は，
(
6, − 16

3

)

　 OQ = −4OA + 3OB
3− 4

= 4OA− 3OB

= 4(1, 3)− 3(4, − 2)

= (4, 12)− (12, − 6) = (−8, 18)

　よって，点 Qの座標は，(−8, 18)

51 　

O

B

A

P

　例題より，∠AOBの 2等分線の方向ベクトルは，OA
3

+ OB
2
で

あるから，OP = t

(
OA
3

+ OB
2

)
と表すことができる．

　また，点 P は辺 AB 上の点なので，OP = nOA + mOB
m + n

と表

せる．

　よって

　 OP = t · 2OA + 3OB
6

= t · 5
6
· 2OA + 3OB

5

= 5t
6
· 2OA + 3OB

5
　これより， 5t

6
= 1すなわち，t = 6

5
のとき，点 Pは辺 AB上

の点となり，AP : PB = 3 : 2である．

52 （ 1）　 0 < s + t < 1
2
より，0 < 2s + 2t < 1

　ここで，2s = s′, 2t = t′ とおくと

　　 s′ > 0, t′ > 0, 0 < s′ + t′ < 1 · · · 1©
　これより

　　 OP = sOA + tOB

= 2s · 1
2

OA + 2t · 1
2

OB

= s′ · 1
2

OA + t′ · 1
2

OB

　さらに， 1
2

OA = OA′, 1
2

OB = OB′ とおけば

　　 OP = s′OA′ + t′OB′

と表せる．これと 1©より，点 Pの存在範囲は，三角形OA′B′

の，周を除く内部であるから，下の図の影をつけた部分であ

る．ただし，A′，B′ はそれぞれ辺 OA，OB の中点であり，

境界線を含まない．

O

A

B

A′

B′

（ 2）　 2s = s′ とおくと

　　 s′ > 0, t > 0, 0 < s′ + t < 1 · · · 1©
　これより

　　 OP = sOA + tOB

= 2s · 1
2

OA + tOB

= s′ · 1
2

OA + tOB

　さらに， 1
2

OA = OA′ とおけば

　　 OP = s′OA′ + tOB

と表せる．これと 1©より，点 Pの存在範囲は，三角形OA′B

の，周を除く内部であるから，下の図の影をつけた部分であ

る．ただし，A′ は辺 OAの中点であり，境界線を含まない．

O

A

B

A′
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