
新 微分積分 I

4章　積分の応用　 § 1 　面積・曲線の長さ・体積 (p.125～p.126)

練習問題 1-A

1. （ 1）　 2つの放物線の交点の x座標を求めると

　　 x2 − 2x = −x2 − 2x + 2より

　　 2x2 = 2

　　 x2 = 1

　よって，x = ±1

1
−1

y = x2 − 2x

y = −x2 − 2x + 2

x

y

O

　 −1 <= x <= 1において，−x2 − 2x + 2 >= x2 − 2xである

から，求める面積を S とすると

S =
∫ 1

−1

{(−x2 − 2x + 2)− (x2 − 2x)} dx

=
∫ 1

−1

(−2x2 + 2) dx

= −2
∫ 1

−1

(x2 − 1) dx

= −4
∫ 1

0

(x2 − 1) dx

= −4
[

1
3

x3 − x

]1

0

= −4
(

1
3
− 1

)

= −4 ·
(
− 2

3

)
= 8

3

（ 2）　曲線と直線の交点の x座標を求めると

　　 x3 = 4xより

　　 x3 − 4x = 0

　　 x(x + 2)(x− 2) = 0

　よって，x = 0, ± 2

2
−2

y = x3

y = 4x

x

y

O

　 2つの関数は奇関数であり，いずれのグラフも原点につい

て対称であるから，求める面積は 0 <= x <= 2における面積の

2倍である．

　 0 <= x <= 2において，4x >= x3 であるから，求める面積を

S とすると

S = 2
∫ 2

0

(4x− x3) dx

= 2
[
2x2 − 1

4
x4

]2

0

= 2
(
2 · 22 − 1

4
· 24

)

= 2(8− 4) = 8

2. （ 1）　 y = x
1
2 より，y′ = 1

2
x−

1
2 = 1

2
√

x
であるから，点 (1, 1)

における接線の方程式は

　　 y − 1 = 1
2
√

1
(x− 1)

　　 y − 1 = 1
2

(x− 1)

　　 y = 1
2

x− 1
2

+ 1

　　 y = 1
2

x + 1
2

（ 2）　 0 <= x <= 1において， 1
2

x + 1
2

>=
√

xであるから，求め

る面積を S とすると

　　 S =
∫ 1

0

(
1
2

x + 1
2
−√x

)
dx

=
[

1
4

x2 + 1
2

x− 2
3

x
√

x

]1

0

= 1
4

+ 1
2
− 2

3

= 3 + 6− 8
12

= 1
12

3. 　 y = 2
3

x
3
2 であるから，y′ = 2

3
· 3

2
x

1
2 =

√
x

　よって，求める曲線の長さは

　　 l =
∫ 3

0

√
1 + (

√
x)2 dx

=
∫ 3

0

√
1 + x dx

=
∫ 3

0

(1 + x)
1
2 dx

=
[

2
3

(1 + x)
3
2

]3

0

=
[

2
3

(1 + x)
√

1 + x

]3

0

= 2
3
{(1 + 3)

√
1 + 3− (1 + 0)

√
1 + 0}

= 2
3

(8− 1) = 14
3

4. 　点 xにおける半円の面積は， 1
2
{x(1− x)}2π であるから，求め

る立体の体積を V とすると
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　　 V =
∫ 1

0

1
2
{x(1− x)}2π dx

= π
2

∫ 1

0

x2(1− x)2 dx

= π
2

∫ 1

0

x2(1− 2x + x2) dx

= π
2

∫ 1

0

(x2 − 2x3 + x4) dx

= π
2

[
1
3

x3 − 1
2

x4 + 1
5

x5

]1

0

= π
2

(
1
3
− 1

2
+ 1

5

)

= π
2
· 10− 15 + 6

30

= π
2
· 1

30
= π

60

5. （ 1）　

y = ex

2
x

y

O

　求める回転体の体積を V とすると

　　 V = π

∫ 2

0

(ex)2 dx

= π

∫ 2

0

e2x dx

= π

[
1
2

e2x

]2

0

= π
2

(e4 − e0) = π

2
(e4 − 1)

（ 2）　

1−1

y = ex + e−x

2

x

y

O

　求める回転体の体積を V とすると

　 V = π

∫ 1

−1

(
ex + e−x

2

)2

dx

= π

∫ 1

−1

(
ex + e−x

2

)2

dx

= π

∫ 1

−1

e2x + 2 + e−2x

4
dx

= π
4

∫ 1

−1

(e2x + e−2x + 2) dx

　ここで，f(x) = e2x + e−2x + 2とおくと

　　 f(−x) = e2·(−x) + e−2·(−x) + 2

= e−2x + e2x + 2 = f(x)

　よって，f(x)は偶関数であるから

　 V = 2 · π
4

∫ 1

0

(e2x + e−2x + 2) dx

= π
2

[
1
2

e2x − 1
2

e−2x + 2x

]1

0

= π
2

{(
1
2

e2 − 1
2

e−2 + 2
)
−

(
1
2

e0 − 1
2

e0 + 0
)}

= π
2

(
1
2

e2 − 1
2

e−2 + 2
)

= π

4
(e2 − e−2 + 4)

6. （ 1）　 x2

a2 + y2

b2 = 1を y について解くと

　　
y2

b2 = 1− x2

a2

　　 y2 = b2

(
1− x2

a2

)

　　 y2 = b2

a2 (a2 − x2)

　よって，y = ±
√

b2

a2 (a2 − x2)

a−a

b

−b

x

y

O

　求める体積は，楕円の上半分 y =
√

b2

a2 (a2 − x2)と x軸

で囲まれた図形を x軸のまわりに回転してできる回転体の体

積であるから，これを V とすると

　　 V = π

∫ a

−a

y2 dx

= π

∫ a

−a

{√
b2

a2 (a2 − x2)

}2

dx

= π

∫ a

−a

b2

a2 (a2 − x2) dx

= b2π
a2

∫ a

−a

(a2 − x2) dx

= 2b2π
a2

∫ a

0

(a2 − x2) dx

= 2b2π
a2

[
a2x− 1

3
x3

]a

0

= 2b2π
a2

(
a3 − 1

3
a3

)

= 2b2π
a2 · 2

3
a3 = 4

3
πab2

（ 2）　与えられた直線は，切片が rで，y = 0のとき，0 = r− r
h

x

より，x = h

y = r − r
h

xr

h
x

y

O

　よって，求める体積を V とすると
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　　 V = π

∫ h

0

y2 dx

= π

∫ h

0

(
r − r

h
x
)2

dx

= π

∫ h

0

(
r2 − 2r2

h
x + r2

h2 x2

)
dx

= π

[
r2x− r2

h
x2 + r2

3h2 x3

]h

0

= π
(
r2h− r2h + 1

3
r2h

)
= 1

3
πr2h

練習問題 1-B

1. 　 y′ = 2x− 1であるから，点 (0, 0)における接線の方程式は

　　 y − 0 = (2 · 0− 1)(x− 0)

　　 y = −x · · · 1©
　点 (2, 2)における接線の方程式は

　　 y − 2 = (2 · 2− 1)(x− 2)

　　 y − 2 = 3(x− 2)

　　 y = 3x− 6 + 2

　　 y = 3x− 4 · · · 2©
　 1©と 2©の交点の x座標を求めると

　　 −x = 3x− 4

　　 −4x = −4

　　 x = 1

1
2

y = 3x− 4

y = −x

y = x2 − x

x

y

O

　　 0 <= x <= 1において，x2 − x >= −x

　　 1 <= x <= 2において，x2 − x >= 3x− 4

　よって，求める面積を S とすると

　 S =
∫ 1

0

{(x2 − x)− (−x)} dx +
∫ 2

1

{(x2 − x)− (3x− 4)} dx

=
∫ 1

0

x2 dx +
∫ 2

1

(x2 − 4x + 4) dx

=
[

1
3

x3

]1

0

+
[

1
3

x3 − 2x2 + 4x

]2

1

= 1
3

+
{(

1
3
· 23 − 2 · 22 + 4 · 2

)
−

(
1
3
− 2 + 4

)}

= 1
3

+
(

8
3
− 8 + 8− 1

3
+ 2− 4

)

= 1
3

+
(

7
3
− 2

)

= 1
3

+ 1
3

= 2
3

2. （ 1）　　 y′ = x− 1
4
· 1

x

= x− 1
4x

　よって

　 1 + (y′)2 = 1 +
(
x− 1

4x

)2

= 1 +
(
x2 − 2x · 1

4x
+ 1

16x2

)

= 1 + x2 − 1
2

+ 1
16x2

= x2 + 1
2

+ 1
16x2

=
(
x + 1

4x

)2

　したがって，求める曲線の長さを lとすると

　　 l =
∫ 2

1

√
1 + (y′)2 dx

=
∫ 2

1

√(
x + 1

4x

)2

dx

=
∫ 2

1

x + 1
4x

dx

　 1 <= x <= 2において，x + 1
4x

> 0であるから

　　 l =
∫ 2

1

(
x + 1

4x

)
dx

=
[

1
2

x2 + 1
4

log x

]2

1

= 1
2
· 22 + 1

4
log 2−

(
1
2
· 12 + 1

4
log 1

)

= 2 + 1
4

log 2− 1
2

= 3
2

+ 1
4

log 2

（ 2）　　 y′ = x

　よって

　　 1 + (y′)2 = 1 + x2

　したがって，求める曲線の長さを lとすると

　　 l =
∫ 2

0

√
1 + (y′)2 dx

=
∫ 2

0

√
1 + x2 dx

= 1
2

[
x
√

x2 + 1 + log x +
√

x2 + 1
]2

0

= 1
2
{(2
√

5 + log 2 +
√

5 )− log
√

1 }

= 1
2
{2
√

5 + log(2 +
√

5)}

=
√

5 + 1
2

log(2 +
√

5)

（ 3）　　 y = 2
3

x
√

x− 1
2
√

x

= 2
3

x
3
2 − 1

2
x

1
2

　　 y′ = 2
3
· 3

2
x

1
2 − 1

2
· 1

2
x−

1
2

= x
1
2 − 1

4
x−

1
2

　よって

　　 1 + (y′)2 = 1 + x2

= 1 +
(
x

1
2 − 1

4
x−

1
2

)2

= 1 + x− 2 · x 1
2 · 1

4
x−

1
2 + 1

16
x−

1
2

= 1 + x− 1
2

+ 1
16

x−1

= x + 1
2

+ 1
16

x−1

=
(
x

1
2 + 1

4
x−

1
2

)2

　したがって，求める曲線の長さを lとすると

とどろき英数塾
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　　 l =
∫ 4

1

√
1 + (y′)2 dx

=
∫ 4

1

√(
x

1
2 + 1

4
x−

1
2

)2

dx

=
∫ 4

1

x
1
2 + 1

4
x−

1
2 dx

　 1 <= x <= 4において，x
1
2 + 1

4
x−

1
2 > 0であるから

　　 l =
∫ 4

1

(
x

1
2 + 1

4
x−

1
2

)
dx

=
[

2
3

x
3
2 + 1

4
· 2x

1
2

]4

1

=
[

2
3

x
√

x + 1
2
√

x

]4

1

=
(

2
3
· 4
√

4 + 1
2
√

4
)
−

(
2
3
· 1
√

1 + 1
2
√

1
)

= 16
3

+ 1− 2
3
− 1

2

= 32 + 6− 4− 3
6

= 31
6

3. 　立体の底面について，円の中心を原点として図のように座標軸を

定める．

D

C

a

BA P
x x

y

O

　 P(x, 0) (−a <= x <= a)とすれば，OD = aであるから

　　 DP =
√

a2 − x
2 =

√
a2 − x2

　よって，CD = 2
√

a2 − x2

DC

E

P

　4CDEは直角二等辺三角形であるから，EP = DP =
√

a2 − x2

　よって

　　 4CDE = 1
2
· CD · EP

= 1
2
· 2

√
a2 − x2 ·

√
a2 − x2

= (
√

a2 − x2)2 = a2 − x2

　したがって，求める体積を V とすると

　　 V =
∫ a

−a

(a2 − x2) dx

= 2
∫ a

0

(a2 − x2) dx

= 2
[
a2x− 1

3
x3

]a

0

= 2
(
a3 − 1

3
a3

)

= 2 · 2
3

a3 = 4
3

a3

4. 　放物線と直線の交点の x座標を求めると

　　 x2 = xより

　　 x(x− 1) = 0

　よって，x = 0, 1

1

y = x

y = x2

x

y

O

　求める立体の体積は，0 <= x <= 1において，y = xと x軸で囲ま

れた図形を x軸のまわりに回転させた立体から，y = x2 と x軸で

囲まれた図形を x 軸のまわりに回転させた立体を取り除けばよい

ので，求める体積を V とすると

　　 V = π

∫ 1

0

x2 dx− π

∫ 1

0

(x2)2 dx

= π

∫ 1

0

x2 dx− π

∫ 1

0

x4 dx

= π

[
1
3

x3

]1

0

− π

[
1
5

x5

]1

0

= 1
3

π − 1
5

π = 2
15

π

5. 　円の方程式を y について解くと

　　 (y − b)2 = a2 − x2

y − b = ±
√

a2 − x2

　 y − b >= 0すなわち，y >= bのとき，y = b +
√

a2 − x2

　 y − b < 0すなわち，y < bのとき，y = b−√a2 − x2

a−a

y = b +
√

a2 − x2

y = b−√a2 − x2

b

x

y

O

　 4.と同様に考えて，求める体積を V とすると

　　 V = π

∫ a

−a

(b +
√

a2 − x2)2 dx− π

∫ a

−a

(b−
√

a2 − x2)2 dx

= π

∫ a

−a

{(b +
√

a2 − x2)2 − (b−
√

a2 − x2)2} dx

= π

∫ a

−a

{(b +
√

a2 − x2) + (b−
√

a2 − x2)}

× {(b +
√

a2 − x2)− (b−
√

a2 − x2)} dx

= π

∫ a

−a

2b · 2
√

a2 − x2 dx

= 4πb

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx

= 8πb

∫ a

0

√
a2 − x2 dx

= 8πb

[
1
2

(
x
√

a2 − x2 + a2 sin−1 x
a

)]a

0

= 4πb · a2 sin−1 1 = 4πb · a2 · π
2

= 2π2a2b
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6. 　半球をもとにもどし，図のように座標軸を定める．

rx r
2

····
····
···
····
····
·

√
r2 − x2

x

y

O

　求める体積は，影をつけた部分の図形を x軸のまわりに回転させ

た立体の体積である．

　点 xにおいて，y =
√

r2 − x2
(
0 <= x <=

r
2

)
であるから，求め

る体積を V とすると

　　 V = π

∫ r
2

0

(
√

r2 − x2)2 dx

= π

∫ r
2

0

(r2 − x2) dx

= π

[
r2x− 1

3
x3

] r
2

0

= π

{
r2 · r

2
− 1

3

(
r
2

)3
}

= π
(

1
2

r3 − 1
3
· 1

8
r3

)

= π
(

1
2

r3 − 1
24

r3
)

= 11
24

πr3
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