
新 微分積分 I

3章　積分法　 § 2 　積分の計算 (p.113～p.114)

練習問題 2-A

1. 　※ 積分定数 C は省略

（ 1）　 与式 =
∫

1
2
· (u2 + 3)′

u2 + 3
du

= 1
2

log u2 + 3

= 1
2

log(u2 + 3)

（ 2）　 4− x2 = tとおくと，−2xdx = dtより，x dx = − 1
2

dt

　よって

　 与式 =
∫

1√
t

(
− 1

2
dt

)

= − 1
2

∫
t−

1
2 dt

= − 1
2
· 2t

1
2

= −
√

4 − x2

（ 3）　 sin x = tとおくと，cos x dx = dt

　よって

　 与式 =
∫

(1− t3) dt

= t− 1
4

t4

= sin x − 1
4

sin4 x

（ 4）　 log t = uとおくと， 1
t

dt = du

　よって

　 与式 =
∫

u2 du

= 1
3

t3

= 1
3

(log t)3

（ 5）　 与式 = (3x + 1) · 1
2

sin 2x− 1
2

∫
(3x + 1)′ · sin 2x dx

= 1
2

(3x + 1) sin 2x− 3
2

∫
sin 2x dx

= 1
2

(3x + 1) sin 2x− 3
2
·
(
− 1

2
cos 2x

)

= 1
2

(3x + 1) sin 2x + 3
4

cos 2x

（ 6）　 与式 = x2 · 1
3

e3x − 1
3

∫
(x2)′e3x dx

= 1
3

x2e3x − 2
3

∫
xe3x dx

= 1
3

x2e3x − 2
3

(
x · 1

3
e3x − 1

3

∫
x′e3x dx

)

= 1
3

x2e3x − 2
3

(
1
3

xe3x − 1
3

∫
e3x dx

)

= 1
3

x2e3x − 2
3

(
1
3

xe3x − 1
3
· 1

3
e3x

)

= 1
3

x2e3x − 2
9

xe3x + 2
27

e3x

= 1
27

(9x2 − 6x + 2)e3x

2. （ 1）　 与式 =
∫

1− cos 2x
2

dx

= 1
2

∫
(1− cos 2x) dx

= 1
2

(
x− 1

2
sin 2x

)

= 1
2

x − 1
4

sin 2x

（ 2）　 与式 =
∫

sin2 x · sin x dx

=
∫

(1− cos2 x) sin x dx

　 cos x = tとおくと，− sin xdx = dtより，sin xdx = −dt

　よって

　 与式 =
∫

(1− t2) · (−dt)

=
∫

(t2 − 1) dt

= 1
3

t3 − t

= 1
3

cos3 x − cos x

3. （ 1）　 ex − e−x = tとおくと，(ex + e−x)dx = dt

　また，xと tの対応は

　　　
x −1 → 1

t 1
e − e → e− 1

e

　よって

　 与式 =
∫ e− 1

e

−(e− 1
e )

t2 dt

= 2
∫ e− 1

e

0

t2 dt

= 2
[

1
3

t3
]e− 1

e

0

= 2
3

(
e − 1

e

)3

（ 2）　 与式 =
[
(log x)2 · 1

2
x2

]e

1

− 1
2

∫ e

1

x2 · 2 log x · 1
x

dx

= 1
2

e2 −
∫ e

1

x log x dx

= 1
2

e2 −
([

log x · 1
2

x2

]e

1

− 1
2

∫ e

1

x2 · 1
x

dx

)

= 1
2

e2 − 1
2

e2 + 1
2

∫ e

1

x dx

= 1
2

[
1
2

x2

]e

1

= 1
4

(e2 − 1)

（ 3）　 与式 =
[
x3ex

]1

0

−
∫ 1

0

3x2ex dx

= e− 3
∫ 1

0

x2ex dx

= e− 3

([
x2ex

]1

0

−
∫ 1

0

2xex dx

)

= e− 3e + 6
∫ 1

0

xex dx

= −2e + 6

([
xex

]1

0

−
∫ 1

0

ex dx

)

= −2e + 6e− 6
[
ex

]1

0

= −2e + 6e− 6(e− 1) = 6 − 2e
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（ 4）　 与式 =
∫ √

2

0

1√
4− x2

dx +
∫ √

2

0

2x√
4− x2

dx

　ここで

　　
∫ √

2

0

1√
4− x2

dx =
[

sin−1 x
2

]√2

0

= sin−1

√
2

2
− sin−1 0

= π
4

　また，
∫ √

2

0

2x√
4− x2

dxにおいて，4− x2 = tとおくと，

−2x dx = dtより，2x dx = −dt

　 xと tの対応は

　　　
x 0 → √

2

t 4 → 2

　よって

　　
∫ √

2

0

2x√
4− x2

dx =
∫ 2

4

1√
t
· (−dt)

=
∫ 4

2

t−
1
2 dt

=
[
2t

1
2

]4

2

= 2(
√

4−
√

2) = 4− 2
√

2

　以上より，与式 = π

4
+ 4 − 2

√
2

4. 　 x− 2 = tより，dx = dt

　また，xと tの対応は

　　　
x 0 → 4

t −2 → 2

　よって

　　 与式 =
∫ 4

0

dx
(x− 2)2 − 4 + 8

=
∫ 4

0

dx
(x− 2)2 + 4

=
∫ 2

−2

dt
t2 + 4

= 2
∫ 2

0

dt
t2 + 4

= 2
[

1
2

tan−1 t
2

]2

0

= tan−1 1− tan−1 0 = π

4

5. （ 1）　 x = a sin θ より，dx = a cos θdθ

　また，xと θ の対応は

　　　
x 0 → a

2

t 0 → π
6

　よって

　　 与式 =
∫ π

6

0

a cos θ dθ√
a2 − a2 sin2 θ

=
∫ π

6

0

a cos θ√
a2(1− sin2 θ)

dθ

=
∫ π

6

0

a cos θ√
a2 cos2 θ

dθ

=
∫ π

6

0

a cos θ
a cos θ

dθ

　 a > 0，また，0 <= θ <=
π
6
においては，cos θ > 0である

から，a cos > 0

　したがって

　　 与式 =
∫ π

6

0

a cos θ
a cos θ

dθ

=
∫ π

6

0

dθ

=
[

θ

]π
6

0

= π

6

（ 2）　 x = a sin θ より，dx = a cos θdθ

　また，xと θ の対応は

　　　
x 0 → a

t 0 → π
2

　よって

　　 与式 =
∫ π

2

0

√
(a2 − a2 sin2 θ)3 · a cos θ dθ

=
∫ π

2

0

√
{a2(1− sin2 θ)}3 · a cos θ dθ

=
∫ π

2

0

√
(a2 cos2 θ)3 · a cos θ dθ

=
∫ π

2

0

√
(a3 cos3 θ)2 · a cos θ dθ

=
∫ π

2

0

a3 cos3 θ · a cos θ dθ

　 a > 0，また，0 <= θ <=
π
2
においては，cos θ >= 0である

から，a cos >= 0，すなわち a3 cos3 θ >= 0であるから

　　 与式 =
∫ π

2

0

a3 cos3 θ · a cos θ dθ

=
∫ π

2

0

a4 cos4 θ dθ

= a4

∫ π
2

0

cos4 θ dθ

= a4 · 3
4
· 1

2
· π

2
= 3

16
πa4

6. 　※ まず，被積分関数が偶関数であることを確認します．

　 f(x) = cos mx cosnxとおくと

　　 f(−x) = cos m(−x) cos n(−x)

= cos(−mx) cos(−nx)

= cos mx cosnx = f(x)

　よって，f(x)は偶関数である．

　　 与式 = 2
∫ π

0

cos mx cosnx dx

= 2
∫ π

0

1
2
{cos(mx + nx) + cos(mx− nx)} dx

=
∫ π

0

{cos(m + n)x + cos(m− n)x} dx · · · 1©

( i ) m \= nのとき， 1©より
　 与式 =

∫ π

0

{cos(m + n)x + cos(m− n)x} dx

=
[

1
m + n

sin(m + n)x + 1
m− n

sin(m− n)x
]π

0

= 1
m + n

sin(m + n)π + 1
m− n

sin(m− n)π

−
(

1
m + n

sin 0 + 1
m− n

sin 0
)

= 0

( ii ) m = nのとき， 1©より
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　 与式 =
∫ π

0

{cos 2mx + cos 0x} dx

=
∫ π

0

(cos 2mx + 1) dx

=
[

1
2m

sin 2mx + x

]π

0

= 1
2m

sin 2mπ + π −
(

1
2m

sin 0 + 0
)

= π

　以上より，
∫ π

−π

cos mx cos nx dx =

{
0 (m \= n)

π (m = n)

練習問題 2-B

1. （ 1）　 与式 =
∫

1 · tan−1 x dx （部分積分）

= x tan−1 x−
∫

x · 1
1 + x2 dx

= x tan−1 x−
∫

x
1 + x2 dx

= x tan−1 x−
∫

1
2

(1 + x2)′

1 + x2 dx

= x tan−1 x− 1
2

log 1 + x2

= x tan−1 x − 1
2

log(x2 + 1)

（ 2）　 与式 =
∫

1 · sin−1 x dx （部分積分）

= x sin−1 x−
∫

x · 1√
1− x2

dx

= x sin−1 x−
∫

x√
1− x2

dx

　ここで，
∫

x√
1− x2

dxにおいて，1 − x2 = tとおくと，

−2x dx = dtより，x dx = − 1
2

dtであるから

　　
∫

x√
1− x2

dx =
∫

1√
t
·
(
− 1

2
dt

)

= − 1
2

∫
t−

1
2 dt

= − 1
2
· 2t

1
2

= −
√

t = −
√

1− x2

よって

　 与式 = x sin−1 x− (−
√

1− x2)

= x sin−1 x +
√

1 − x2

（ 3）　 与式 =
∫

(2x + 2) + 1
x2 + 2x + 2

dx

=
∫

2x + 2
x2 + 2x + 2

dx +
∫

1
x2 + 2x + 2

dx

=
∫

(x2 + 2x + 2)′

x2 + 2x + 2
dx +

∫
1

(x + 1)2 − 1 + 2
dx

= log x2 + 2x + 2 +
∫

1
(x + 1)2 + 1

dx

　
∫

1
(x + 1)2 + 1

dxにおいて，x+1 = tとおくと，dx = dt

であるから

　
∫

1
(x + 1)2 + 1

dx =
∫

1
t2 + 1

dt

= tan−1 t = tan−1(x + 1)

　また，x2 + 2x + 2 = (x + 1)2 + 1 > 0であるから，

　　与式 = log(x2 + 2x + 2) + tan−1(x + 1)

（ 4）　 与式 = 1
2

x2 log(x + 1)−
∫

1
2

x2{log(x + 1)}′ dx

= 1
2

x2 log(x + 1)− 1
2

∫
x2 · 1

x + 1
dx

= 1
2

x2 log(x + 1)− 1
2

∫
x2

x + 1
dx · · · 1©

　
∫

x2

x + 1
dxにおいて，被積分関数の分子を分母で割ると

　　 x − 1

x + 1
)

x2

x2 + x

−x

−x − 1

1

　よって

　　
∫

x2

x + 1
dx =

∫ (
x− 1 + 1

x + 1

)
dx

= 1
2

x2 − x + log x + 1

log(x + 1)の真数条件より，x + 1 > 0なので

= 1
2

x2 − x + log(x + 1)

　これを 1©に代入して
　 与式 = 1

2
x2 log(x + 1)− 1

2

{
1
2

x2 − x + log(x + 1)
}

= 1
2

x2 log(x + 1)− 1
2

log(x + 1)− 1
4

x2 + 1
2

x

= 1
2

(x2 − 1) log(x + 1) − 1
4

x(x − 2)

　

2. （ 1）　 cos2 x
2

= 1 + cos x
2

より，1 + cos x = 2 cos2 x
2
なので

　　 与式 =
∫ 2

3 π

π
2

√
2 cos2 x

2
dx

=
√

2
∫ 2

3 π

π
2

cos x
2

dx

　ここで， π
2

<= x <=
2
3

π のとき， π
4

<=
x
2

<=
π
3
であるか

ら，cos x
2

>= 0

　よって

　　 与式 =
√

2
∫ 2

3 π

π
2

cos x
2

dx

=
√

2
[
2 sin x

2

] 2
3 π

π
2

= 2
√

2
(
sin π

3
− sin π

4

)

= 2
√

2
( √

3
2

−
√

2
2

)

=
√

6 − 2

（ 2）　 1 + tan2 x = 1
cos2 x

より，tan2 x = 1
cos2 x

− 1

　　 与式 =
∫ π

4

0

tan x · tan2 x dx

=
∫ π

4

0

sin x
cosx

(
1

cos2 x
− 1

)
dx

=
∫ π

4

0

(
1

cos3 x
− 1

cosx

)
sin x dx

　 cosx = tとおくと，− sin x dx = dtより，sin x dx = −dt

　また，xと tの対応は
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x 0 → π

4

t 1 → 1√
2

　よって

　　 与式 =
∫ 1√

2

1

(
1
t3
− 1

t

)
(−dt)

=
∫ 1

1√
2

(
1
t3
− 1

t

)
dt

=
[
− 1

2t2
− log t

]1

1√
2

= − 1
2
− log 1−

(
−1− log 1√

2

)

= − 1
2

+ 0 + 1 + log 2−
1
2

= 1
2

− 1
2

log 2

3. （ 1）　 右辺 =
a(x− 1)3 + bx(x− 1)2 + cx(x− 1) + dx

x(x− 1)3

分子 = a(x3 − 3x2 + 3x− 1) + bx(x2 − 2x + 1)

+ cx2 − cx + dx

= ax3 − 3ax2 + 3ax− a + bx3 − 2bx2 + bx

+ cx2 − cx + dx

= (a + b)x3 + (−3a− 2b + c)x2

+ (3a + b− c + d)x− a

　これが左辺の分子と一致するので

　　





a + b = 0 · · · 1©
−3a− 2b + c = 3 · · · 2©
3a + b− c + d = 0 · · · 3©
−a = 1 · · · 4©

　 4©より，a = −1

　これを 1©に代入して
　　 −1 + b = 0より，b = 1

　 2©に代入して
　　 3− 2 + c = 3より，c = 2

　 3©に代入して
　　 −3 + 1− 2 + d = 0より，d = 4

　以上より，a = −1, b = 1, c = 2, d = 4

（ 2）　（ 1）を利用して

与式 =
∫ {

− 1
x

+ 1
x− 1

+ 2
(x− 1)2

+ 4
(x− 1)3

}
dx

= − log x + log x− 1

+ 2 · {−(x− 1)−1}+ 4 ·
{
− 1

2
(x− 1)−2

}

= log
x− 1

x
− 2

x− 1
− 2

(x− 1)2

= log x− 1
x

−
{

2(x− 1)
(x− 1)2

+ 2
(x− 1)2

}

= log x − 1
x

− 2x

(x − 1)2

4. 　 x = a tan θ より，dx = a
cos2 θ

dθ

（ 1）　 xと θ の対応は

　　　
x 0 → √

3a

θ 0 → π
3

　よって

与式 =
∫ √

3a

0

1
(x2 + a2)

3
2

dx

=
∫ π

3

0

1
(a2 tan2 θ + a2)

3
2
· a

cos2 θ
dθ

=
∫ π

3

0

1
{a2(tan2 θ + 1)} 3

2
· a

cos2 θ
dθ

=
∫ π

3

0

1
a3

1(
1

cos2 θ

) 3
2
· a

cos2 θ
dθ

= 1
a2

∫ π
3

0

(cos2 θ)
3
2 · 1

cos2 θ
dθ

= 1
a2

∫ π
3

0

cos3 θ · 1
cos2 θ

dθ

= 1
a2

∫ π
3

0

cos θ dθ

= 1
a2

[
sin θ

]π
3

0

= 1
a2 · sin π

3

= 1
a2 ·

√
3

2
=

√
3

2a2

（ 2）　 xと θ の対応は

　　　
x 0 → √

a

θ 0 → π
4

　よって

与式 =
∫ √

3a

0

1
(x2 + a2)2

dx

=
∫ π

4

0

1
(a2 tan2 θ + a2)2

· a
cos2 θ

dθ

=
∫ π

4

0

1
{a2(tan2 θ + 1)}2 · a

cos2 θ
dθ

=
∫ π

4

0

1
a4

1(
1

cos2 θ

)2 · a
cos2 θ

dθ

= 1
a3

∫ π
4

0

(cos2 θ)2 · 1
cos2 θ

dθ

= 1
a3

∫ π
4

0

cos4 θ · 1
cos2 θ

dθ

= 1
a3

∫ π
4

0

cos2 θ dθ

= 1
a3

∫ π
4

0

1 + cos 2θ
2

dθ

= 1
2a3

[
θ + 1

2
sin 2θ

]π
4

0

= 1
2a3

{
π
4

+ 1
2

sin π
2
− (0 + 0)

}

= 1
2a3

(
π
4

+ 1
2

)

= 1
2a3 · π + 2

4
= π + 2

8a2

5. （ 1）　 sin(π − x) = sin xより

　　 左辺 =
∫ π

π
2

sinn(π − x) dx

　 π − x = tとおくと，−dx = dtより，dx = −dt

　また，xと tの対応は

　　　
x π

2 → π

t π
2 → 0
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　よって

　　 左辺 =
∫ 0

π
2

sinn t · (− dt)

= −
∫ 0

π
2

sinn t dt

=
∫ π

2

0

sinn t dt

　定積分の値は，変数の文字には無関係なので

　　
∫ π

2

0

sinn t dt =
∫ π

2

0

sinn x dx = 右辺

以上より，
∫ π

π
2

sinn x dx =
∫ π

2

0

sinn x dx

（ 2）与式 =
∫ π

2

0

sin7 x dx +
∫ π

π
2

sin7 x dx

=
∫ π

2

0

sin7 x dx +
∫ π

2

0

sin7 x dx · · ·（ 1）より

= 2
∫ π

2

0

sin7 x dx

= 2 · 6
7
· 4

5
· 2

3
= 32

35

6. In =
∫

(log x)n · 1 dx

= (log x)n · x−
∫

n(log x)n−1 · 1
x
· x dx

= x(log x)n − n

∫
(log x)n−1 dx

　ここで，
∫

(log x)n−1 dx = In−1 で，n− 1 >= 0より，n >= 1で

あるから

　　 In = x(log x)n − n In−1 (n >= 1)
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