
新 微分積分 I

3章　積分法　 § 1 　不定積分と定積分 (p.95～p.96)

練習問題 1-A

1. 　※ C は積分定数

（ 1）　 与式 =
∫ (

x− 2 + 1
x
− 3

x2

)
dx

=
∫ (

x− 2 + 1
x
− 3x−2

)
dx

= 1
2

x2 − 2x + log x − 3
−2 + 1

x−2+1 + C

= 1
2

x2 − 2x + log x + 3
x

+ C

（ 2）　 与式 =
∫ {

(2
√

x)2 − 2 · 2√x · 1√
x

+
(

1√
x

)2
}

dx

=
∫ (

4x− 4 + 1
x

)
dx

=
∫ (

x− 2 + 1
x
− 3x−2

)
dx

= 2x2 − 4x + log x + C

= 2x2 − 4x + log x + C (x > 0より)

（ 3）　 与式 = 1
5

e5x − 1
3

cos 3x + C (p.81　例題 2)

（ 4）　 与式 = 1
4

log 4x + 5 + C (p.81　例題 2)

（ 5）　 与式 =
∫

dx

x2 + (
√

5)2

= 1√
5

tan−1 x√
5

+ C

（ 6）　 与式 =
∫ (

1
x

+ 1√
x2 + 1

)
dx

= log x + log x +
√

x2 + 1 + C

= log x(x +
√

x2 + 1) + C

2. （ 1）　 与式 =
∫ 2

0

(3x3 − 6x2) dx

=
[

3
4

x4 − 2x3

]2

0

= 3
4
· 24 − 2 · 23

= 12− 16 = −4

（ 2）　 与式 =
∫ 4

1

(
x
√

x− 3
√

x + 4√
x

)
dx

=
∫ 4

1

(x
3
2 − 3x

1
2 + 4x−

1
2 ) dx

=
[

2
5

x
5
2 − 3 · 2

3
x

3
2 + 4 · 2x

1
2

]4

1

=
[

2
5

x2
√

x− 2x
√

x + 8
√

x

]4

1

=
(

2
5
· 42

√
4− 2 · 4

√
4− 8

√
4
)

−
(

2
5
· 12

√
1− 2 · 1

√
1 + 8

√
1
)

=
(

64
5
− 16 + 16

)
−

(
2
5
− 2 + 8

)

= 62
5
− 6 = 32

5

（ 3）　 与式 =
[
ex + sin x

]π
2

0

= e
π
2 + sin π

2
− (e0 + sin 0)

= e
π
2 + 1− 1− 0 = e

π
2

（ 4）　 与式 = 2
∫ 1

0

(5x4 + x2 + 1) dx

= 2
[
x5 + 1

3
x3 + x

]1

0

= 2
(
1 + 1

3
+ 1

)
= 2 · 7

3
= 14

3

（ 5）　 y = 1√
2− x2

は偶関数であるから

　 与式 = 2
∫ 1

0

dx√
2− x2

= 2
∫ 1

0

dx√
(
√

2)2 − x2

= 2
[

sin−1 x√
2

]1

0

= 2
(

sin−1 1√
2
− sin−1 0

)

= 2 · π
4

= π

2

（ 6）　 与式 =
∫ 1

0

1
3

1
x2 + 1

3

dx

= 1
3

∫ 1

0

1

x2 +
(

1√
3

)2 dx

= 1
3

[√
3 tan−1

√
3x

]1

0

= 1
3

(
√

3 tan−1
√

3− 0)

= 1
3
·
√

3 · π
3

=
√

3
9

π

3. 　
∫ 1

−1

f(x) dx =
∫ 1

−1

(ax2 + bx + c) dx

= 2
∫ 1

0

(ax2 + c) dx

= 2
[

1
3

ax3 + cx

]1

0

= 2
(

1
3

a + c
)

= 2
3

a + 2c

　よって， 2
3

a + 2c = 1 · · · 1©

　
∫ 1

−1

xf(x) dx =
∫ 1

−1

(ax3 + bx2 + cx) dx

= 2
∫ 1

0

bx2 dx

= 2
[

1
3

bx3

]1

0

= 2 · 1
3

b = 2
3

b

　よって， 2
3

b = 0 · · · 2©
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∫ 1

−1

x2f(x) dx =
∫ 1

−1

(ax4 + bx3 + cx2) dx

= 2
∫ 1

0

(ax4 + cx2) dx

= 2
[

1
5

ax5 + 1
3

cx3

]1

0

= 2
(

1
5

a + 1
3

c
)

= 2
5

a + 2
3

c

　よって， 2
5

a + 2
3

c = 1 · · · 3©
　 2©より，b = 0

　 1©， 3©より

　　

{
2a + 6c = 3

6a + 10c = 15

　これを解いて，a = 15
4

, c = − 3
4

　以上より，a = 15
4

, b = 0, c = − 3
4

4. 　
∫

sinhx dx = cosh x + C の証明

　　 左辺 =
∫

ex − e−x

2
dx

= 1
2

∫
(ex − e−x) dx

= 1
2

(
ex − 1

−1
· e−x

)
+ C

= ex + e−x

2
+ C

= coshx + C = 右辺

　
∫

coshx dx = sinh x + C の証明

　　 左辺 =
∫

ex + e−x

2
dx

= 1
2

∫
(ex + e−x) dx

= 1
2

(
ex + 1

−1
· e−x

)
+ C

= ex − e−x

2
+ C

= sinh x + C = 右辺

5. 　曲線と x軸との交点を求めると

　　 x3 − x = 0

　　 x(x + 1)(x− 1) = 0

　よって，x = 0, ± 1

　　区間［ − 1, 0］においては，y >= 0，区間［0, 1］においては，

y <= 0であるから，図形の面積を S とすると

　　 S =
∫ 0

−1

(x3 − x) dx−
∫ 1

0

(x3 − x) dx

=
[

1
4

x4 − 1
2

x2

]0

−1

−
[

1
4

x4 − 1
2

x2

]1

0

= −
(

1
4
− 1

2

)
−

(
1
4
− 1

2

)

= 1
4

+ 1
4

= 1
2

練習問題 1-B

1. 左辺 =
∫ β

α

{x2 − (α + β) + αβ} dx

=
[

1
3

x3 − 1
2

(α + β)x2 + αβx

]β

α

= 1
3

(β3 − α3)− 1
2

(α + β)(β2 − α2) + αβ(β − α)

= 1
6

(β − α){2(β2 + αβ + β2)− 3(α + β)2 + 6αβ}

= 1
6

(β − α){2β2 + 2αβ + 2β2 − 3α2 − 6αβ − 3β2 + 6αβ}

= 1
6

(β − α)(−β2 + 2αβ − α2)

= − 1
6

(β − α)(β2 − 2αβ + α2)

= − 1
6

(β − α)(β − α)2

= − 1
6

(β − α)3 = 右辺

〔別解〕

　 (x− α)(x− β) = (x− α){(x− α) + (α− β)}
= (x− α)2 + (α− β)(x− α)

よって

　 左辺 =
∫ β

α

{(x− α)2 + (α− β)(x− α)} dx

=
∫ β

α

(x− α)2 dx +
∫ β

α

(α− β)(x− α) dx

=
[

1
3

(x− α)3
]β

α

+ (α− β)
[

1
2

(x− α)2
]β

α

= 1
3

(β − α)3 + (α− β) · 1
2

(β − α)2

= 1
3

(β − α)3 − 1
2

(β − α)3

= − 1
6

(β − α)3 = 右辺

2. 　
∫ 1

−1

f(t) dtは定数となるので，
∫ 1

−1

f(t) dt = k (k は定数)とお

くと，f(x) = 3x2 − x + k であるから，

　　
∫ 1

−1

f(t) dt =
∫ 1

−1

(3t2 − t + k) dt = k

2
∫ 1

0

(3t2 + k) dt = k

2
[
t3 + kt

]1

0

= k

2(1 + k) = k

　よって，2 + 2k = k より，k = −2

　したがって，f(x) = 3x2 − x − 2

3. 　求める 2次関数を，f(x) = ax2 + bx + cとおく．

　　 d
dx

∫ x+1

x

f(t) dt = d
dx

∫ x+1

x

(at2 + bt + c) dt

= d
dx

[
1
3

at3 + 1
2

bt2 + ct

]x+1

x

= d
dx

{
1
3

a(x + 1)3 + 1
2

b(x + 1)2 + c(x + 1)

−
(

1
3

ax3 + 1
2

bx2 + cx
)}

=a(x + 1)2 + b(x + 1) + c− (ax2 + bx + c)

=2ax + a + b

　よって，題意より 2ax + a + b = 8x− 3であるから
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{
2a = 8

a + b = −3

　これを解いて，a = 4, b = −7 · · · 1©
　また，f(2) = 0であるから，4a + 2b + c = 0

　これに 1©を代入して，16− 14 + c = 0，すなわち，c = −2

　以上より，f(x) = 4x2 − 7x − 2

〔別解〕

　求める 2次関数を，f(x) = ax2 + bx + cとおく．

　また，f(x) の不定積分の 1 つを F (x)，すなわち F ′(x) = f(x)

とすると

　 d
dx

∫ x+1

x

f(t) dt = d
dx

[
F (t)

]x+1

x

= d
dx
{F (x + 1)− F (x)}

= d
dx

F (x + 1)− d
dx

F (x)

= F ′(x + 1) · (x + 1)′ − F ′(x)

= f(x + 1)− f(x)

= a(x + 1)2 + b(x + 1) + c− (ax2 + bx + c)

　以下略．

※ 一般に， d
dx

∫ ϕ(x)

ψ(x)

f(t) dt = f(ϕ(x))ϕ′(x)− f(ψ(x))ψ′(x)

4. （ 1）　 左辺 =
∫ 0

−x

f(t) dt +
∫ x

0

f(t) dt

= −
∫ −x

0

f(t) dt +
∫ x

0

f(t) dt

= −S(−x) + S(x) = 右辺

（ 2）　 S(x) =
∫ x

0

f(t) dtより，S′(x) = f(x)

　（ 1）より

　　 左辺 = d
dx
{S(x)− S(−x)}

= S′(x)− S′(−x) · (−x)′

= S′(x) + S′(−x)

= f(x) + f(−x) = 右辺

5. （ 1）　 0 <= x <= 1のとき，x2 <= x
1
2 <= x0 であるから

　　 x2 <=
√

x <= 1

　これより，1 + x2 <= 1 +
√

x <= 2となるので

　　 1
2

<=
1

1 +
√

x
<=

1
1 + x2

1

（参考）

1
y = 1

y =
√

x

y = x2

x

y

O

（ 2）　 y = 1
2

, y = 1
1 +

√
x

, y = 1
1 + x2 は，0 <= x <= 1に

おいて連続であり，この区間内に 1
2

< 1
1 +

√
x

< 1
1 + x2

を満たす点 xが存在するので （恒等的に等号が成り立つこ

とはないので）

　　
∫ 1

0

1
2

dx <

∫ 1

0

1
1 +

√
x

dx <

∫ 1

0

1
1 + x2 dx

ここで

　　
∫ 1

0

1
2

dx = 1
2

∫ 1

0

dx

= 1
2

[
x

]1

0

= 1
2

　　
∫ 1

0

1
1 + x2 dx =

[
tan−1 x

]1

0

= tan−1 1− tan−1 0 = π
4

　以上より

　　 1
2

<

∫ 1

0

1
1 +

√
x

dx < π
4

6. （ 1）　 PQ =
√

a2 − t2 であるから

　　 4OQP = 1
2

OQ · PQ

= 1
2

t
√

a2 − t2

　 ∠BOP = θ とおくと

　　 扇形 OPB = 1
2

a2θ

　ここで，4OPQにおいて，∠OPQ = θ であるから

　　 sin θ = OQ
OP

= t
a

　よって，θ = sin−1 t
a

　したがって，扇形 OPB = 1
2

a2 sin−1 t

a

（ 2）　与えられた定積分は，4OQP と扇形 OPB の面積の和を

表しているから

　　 与式 = 1
2

t
√

a2 − t2 + 1
2

a2 sin−1 t
a

= 1
2

(
t
√

a2 − t2 + a2 sin−1 t

a

)
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