
新 微分積分 I

2章　微分の応用　 § 2 　いろいろな応用 (p.61～p.74)
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問 1

（ 1）　 y = x
1
2

　　 y′ = 1
2

x−
1
2

　　 y′′ = − 1
2
· 1

2
x−

3
2

= − 1
4

1
x

3
2

= − 1
4x

√
x

（ 2）　　 y′ = 4(2x + 3)3 · 2
= 8(2x + 3)3

　　 y′′ = 3 · 8(2x + 3)2 · 2
= 48(2x + 3)2

（ 3）　　 y′ = 1
x2 + 1

· 2x

= 2x
x2 + 1

　　 y′′ =
2 · (x2 + 1)− 2x · 2x

(x2 + 1)2

= 2x2 + 2− 4x2

(x2 + 1)2

= 2− 2x2

(x2 + 1)2

=
2(1 − x2)
(x2 + 1)2
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問 2 　（数学的帰納法による証明は省略）

（ 1）　　 y′ = e2x · 2
= 2e2x

　　 y′′ = 2e2x · 2
= 22e2x

　　 y′′′ = 22e2x · 2
= 23e2x

　　 y(4) = 232e2x · 2
= 24e2x

　よって，y(n) = 2ne2x

（ 2）　 y = (1− x)−1 として

　　 y′ = −(1− x)−2 · (−1)

= (1− x)−2

　　 y′′ = −2(1− x)−3 · (−1)

= 2(1− x)−3

　　 y′′′ = −3 · 2(1− x)−4 · (−1)

= 3 · 2(1− x)−4

　　 y(4) = −4 · 3 · 2(1− x)−5 · (−1)

= 4 · 3 · 2(1− x)−5

= 4 !
(1− x)5

　よって，y(n) = n !
(1 − x)n+1

£ ¢
¤ ¡
問 3

　 y(5) = (x3)(5) cosx + 5C1(x3)(4)(cos x)′

+ 5C2(x3)′′′(cos x)′′ + 5C3(x3)′′(cos x)′′′

+ 5C4(x3)′(cosx)(4) + x3 · (cos x)(5)

= 0 · cos x + 5 · 0 · (− sin x)

+ 10 · 6 · (− cos x) + 10 · 6x · sin x

+ 5 · 3x2 · cosx + x3 · (− sin x)

= −60 cos x + 60x sin x

+15x2 cos x − x3 sin x
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問 4

（ 1）　 y′ = 3x2 − 6x

　 y′′ = 6x− 6

= 6(x− 1)

　 y′′ = 0とすると，x = 1

　 x = 1のときの y の値は

　　 y = 13 − 3 · 1+1

= 1− 3 + 1 = −1

x · · · 1 · · ·
y′′ − 0 +

y −1

　よって

　　 x < 1のとき　上に凸

　　 x > 1のとき　下に凸

　変曲点は，(1, − 1)

（ 2）　 y′ = 4x3 − 6x2 − 24x

　 y′′ = 12x2 − 12x− 24

= 12(x2 − x− 2) = 12(x + 1)(x− 2)

　 y′′ = 0とすると，x = −1, 2
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新 微分積分 I

　 x = −1のときの y の値は

　　 y = (−1)4 − 2 · (−1)3 − 12 · (−1)2

= 1 + 2− 12 = −9

　 x = 3のときの y の値は

　　 y = 24 − 2 · 23 − 12 · 22

= 16− 16− 48 = −48

x · · · −1 · · · 2 · · ·
y′′ + 0 − 0 +

y −9 −48

　よって

　　 x < −1, 2 < xのとき　下に凸

　　−1 < x < 2のとき　上に凸

　変曲点は，(−1, − 9), (2, − 48)

（ 3）　 y′ = cos x

　 y′′ = − sin x

　 0 < x < 2π において，y′′ = 0とすると，x = π

　 x = π のときの y の値は

　　 y = sin π = 0

x 0 · · · π · · · 2π

y′′ − 0 +

y 0

　よって

　　 0 < x < π のとき　上に凸

　　 π < x < 2π のとき　下に凸

　変曲点は，(π, 0)

£ ¢
¤ ¡
問 5

（ 1）　 y′ = −4x3 − 6x2

= −2x2(2x + 3)

　 y′′ = −12x2 − 12x

= −12x(x + 1)

　 y′ = 0とすると，x = 0, − 3
2

　 y′′ = 0とすると，x = 0, − 1

　 x = 0のときの y の値は

　　 y = 0

　 x = − 3
2
のときの y の値は

　　 y = −
(

3
2

)4

− 2 ·
(
− 3

2

)3

= − 81
16

+ 27
4

= 27
16

　 x = −1のときの y の値は

　　 y = −(−1)4 − 2 · (−1)3

= −1 + 2 = 1

　よって，y の増減表は次のようになる．

x · · · − 3
2 · · · −1 · · · 0 · · ·

y′ + 0 − − − 0 −
y′′ − − − 0 + 0 −
y 27

16 1 0

　よって

　　極大値　 27
16
　

(
x = − 3

2

)

　　変曲点　 (−1, 1), (0, 0)

−1

1

− 3
2

27
16

x

y

O

（ 2）　 y′ = − 2x
(x2 + 1)2

　 y′′ = − 2(x2 + 1)2 − 2x · 2(x2 + 1) · 2x

(x2 + 1)4

= − 2(x2 + 1){(x2 + 1)− 4x2}
(x2 + 1)4

=
2(3x2 − 1)
(x2 + 1)3

　 y′ = 0とすると，x = 0

　 y′′ = 0とすると，3x2 − 1 = 0より，x = ± 1√
3

　 x = 0のときの y の値は

　　 y = 1
0 + 1

= 1

　 x = ± 1√
3
のときの y の値は

　　 y = 1(
± 1√

3

)2

+ 1

= 1
1
3

+ 1
= 3

4

　 y の増減表は次のようになる．

x · · · − 1√
3
· · · 0 · · · 1√

3
· · ·

y′ + + + 0 − − −
y′′ + 0 − − − 0 +

y 3
4 1 3

4

　よって

　　極大値　 1　 (x = 0)

　　変曲点　
(
± 1√

3
, 3

4

)
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　また， lim
x→±∞

1
x2 + 1

= 0より，x軸が漸近線となる．

1√
3

− 1√
3

1

3
4

x

y

O
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問 6

（ 1）　 tにいろいろな値を代入すると

t 0 1
2 1 3

2 2

x 1 3
2 2 5

2 3

y −1 − 3
4 0 5

4 3

1

−1

3

3

(t = 1)

(t = 1
2 )

2

(t = 0)

(t = 2)

(t = 3
2 )

x

y

O

（ 2）　 tにいろいろな値を代入すると

t 0 1
2 1 3

2 2

x 1 3
4 0 − 5

4 −3

y 0
√

1
2 1

√
3
2

√
2

−3

√
2

(t = 1)

1

1 (t = 0)

(t = 2)

(t = 3
2 ) (t = 1

2 )

x

y

O
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問 7

2式から tを消去する．a \= 0, b \= 0であるから

　 x = a cos tより，cos t = x
a
· · · 1©

　 y = b sin tより，sin t = y
b
· · · 2©

　また，cos2 t + sin2 t = 1であるから， 1©， 2©をこれに
代入して

　　
(

x
a

)2

+
(

y
b

)2

= 1

　すなわち， x2

a2
+ y2

b2
= 1
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問 8

（ 1）　　 dx
dt

=
et + e−t · (−1)

2
= et − e−t

2

　　
dy
dt

=
et − e−t · (−1)

2
= et + e−t

2

　したがって， et − e−t

2
\= 0のとき，すなわち，t \= 0

のとき

　　
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

=

et + e−t

2
et − e−t

2

= et + e−t

et − e−t

（ 2）　　 dx
dt

= 2 · 3 cos2 t · (− sin t) = −6 cos2 t sin t

　　
dy
dt

= 2 · 3 sin2 t · cos t = 6 sin2 t cos t

　したがって，−6 cos2 t sin t \= 0のとき，すなわち

　　 cos2 t \= 0かつ sin t \= 0

　　 t \= n
2

π (nは整数)のとき

　　
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

= 6 sin2 t cos t
−6 cos2 t sin t

= − sin t
cos t

= − tan t
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問 9

（ 1）　 t = 1のとき

　　 x = 1 + 1 = 2

　　 y = 12 − 1 = 0

　よって，t = 1に対応する点は，(2, 0)

　また， dx
dt

= 1,
dy
dt

= 2tであるから

　　
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

= 2t
1

= 2t

　したがって，求める接線の方程式は

　　 y − 0 = 2 · 1(x− 2)

　　 y = 2x − 4

（ 2）　 t = π
6
のとき

　　 x = 2 cos π
6

= 2 ·
√

3
2

=
√

3

　　 y = sin 2 · π
6

= sin π
3

=
√

3
2
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　よって，t = π
6
に対応する点は，

(√
3,

√
3

2

)

　また， dx
dt

= −2 sin t,
dy
dt

= 2 cos 2tであるから，

t \= nπ (nは整数)のとき

　　
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

= 2 cos 2t
−2 sin t

= − cos 2t
sin t

　したがって，求める接線の方程式は

　　 y −
√

3
2

= −
cos π

3
sin π

6
(x−√3)

　　 y = −
1
2
1
2

(x−√3) +
√

3
2

　　 y = −(x−√3) +
√

3
2

　　 y = −x + 3
√

3
2
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問 10

（ 1）　速度を v(t)，加速度を α(t)とすると

　 v(t) = dy
dt

= −9.8t + 19.6 (m/s)

　 α(t) = dv
dt

= −9.8 (m/s2)

（ 2）最高の高さに達するのは，v(t) = 0 となるときである

から，−9.8t + 19.6 = 0を解いて

　 t = 2

このとき，高さ y は

　　 y = −4.9 · 22 + 19.6 · 2 + 1.5

= −19.6 + 39.2 + 1.5 = 21.1

　よって，時間は 2秒で，高さは 21.1m
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