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2章　ラプラス変換　 § 1 　ラプラス変換の定義と性質 (p.21～p.)

BASIC

72 　※ L［t2］= 2
s3 (s > 0)は既知とします．

　 F (s) =
∫ ∞

0

e−st t3 dt

=
[
− 1

s
e−st t3

]∞

0

+ 1
s

∫ ∞

0

e−st 3t2 dt

=
[
− 1

s
e−st t3

]∞

0

+ 3
s

∫ ∞

0

e−st t2 dt

ここで，s > 0のとき

　　 lim
t→∞

e−stt3 = lim
t→∞

t3

est

= lim
t→∞

(t3)′

(est)′
= lim

t→∞
3t2

sest

= lim
t→∞

(3t2)′

(sest)′
= lim

t→∞
6t

s2est

= lim
t→∞

(6t)′

(s2est)′
= lim

t→∞
6

s3est = 0

　よって

　　 F (s) = 0 + 3
s

∫ ∞

0

e−stt2 dt

= 3
s
L［t2］

= 3
s
· 2

s3 = 6
s4

　したがって，L［t3］= 6
s4

(s > 0)

73 　 与式 = L［t2］+ L［t3］

= 2
s3 + 6

s4

= 2s + 6
s4 (s > 0)

74 　 L［eαt］= 1
s− α

であるから

　 与式 = L［e3t］− L［e−2t］

= 1
s− 3

− 1
s + 2

=
(s + 2)− (s− 3)
(s− 3)(s + 2)

= 5
(s − 3)(s + 2)

(s > 3)

75（ 1）　※ s > 0のとき， lim
t→∞

e−st sin 2t = lim
t→∞

e−st cos 2t = 0

　 L［ sin 2t］=
∫ ∞

0

e−st sin 2t dt = F (s)とおく．

F (s) =
∫ ∞

0

e−st sin 2t dt

=
[
− 1

s
e−st sin 2t

]∞

0

+ 2
s

∫ ∞

0

e−st cos 2t

= 0 + 2
s

{[
− 1

s
e−st cos 2t

]∞

0

− 2
s

∫ ∞

0

e−st sin 2t

}

= 2
s

(
1
s
− 2

s
F (s)

)

　よって，F (s) = 2
s2 − 4

s2 F (s)であるから

　　
(
1 + 4

s2

)
F (s) = 2

s2

　　 s2 + 4
s2 F (s) = 2

s2

　したがって，F (s) = 2
s2 · s2

s2 + 4
= 2

s2 + 4

　以上より，L［ sin 2t］= 2
s2 + 4

(s > 0)

〔別解〕

F (s) =
∫ ∞

0

e−st sin 2t dt

=
[

1
2

e−st cos 2t

]∞

0

+ s
2

∫ ∞

0

e−st cos 2t

= 1
2

+ s
2

{[
− 1

2
e−st sin 2t

]∞

0

− s
2

∫ ∞

0

e−st sin 2t

}

= 1
2

+ s
2

(
0− s

2
F (s)

)

= 1
2
− s2

4
F (s)

　よって，F (s) = 1
2
− s2

4
F (s)であるから

　　
(

1 + s2

4

)
F (s) = 1

2

　　 4 + s2

4
F (s) = 1

2
　したがって，F (s) = 1

2
· 4

s2 + 4
= 2

s2 + 4
　以上より，L［ sin 2t］= 2

s2 + 4
(s > 0)

（ 2）　 左辺 = L
[

e2t + e−2t

2

]

= 1
2
L［e2t + e−2t］

= 1
2
{L［e2t］+ L［e−2t］}

= 1
2

(
1

s− 2
+ 1

s + 2

)
(s > 2)

= 1
2
· (s + 2) + (s− 2)

(s− 2)(s + 2)

= 2s
2(s2 − 4)

= s
s2 − 4

= 右辺

76（ 1）　

3

1

t

y

O

　 L［y］= L［U(t− 3)］= e−3t

s
(s > 0)

（ 2）　

2

2

t

y

O

　 L［y］= 2L［U(t− 2)］= 2e−2t

s
(s > 0)

（ 3）　

1

t

y

O

引く−
1

1

t

y

O

=
1

1

t

y

O
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（ 4）　

1

t

y

O

足す

+
1

1

t

y

O

=

1

1

2

t

y

O

77（ 1） f(t) = U(t)− U(t− 2) (t > 0)

　 L［f(t)］= L［U(t)− U(t− 2)］

= L［U(t)］− L［U(t− 2)］

= 1
s
− e−2s

s

= 1 − e−2s

s
(s > 0)

（ 2） f(t) = 2U(t− 3) (t > 0)

　 L［f(t)］= L［2U(t− 3)］

= 2L［U(t− 3)］

= 2 · e−3s

s

= 2e−3s

s
(s > 0)

（ 3） f(t) = U(t− 2) + U(t− 3) (t > 0)

　 L［f(t)］= L［U(t− 2) + U(t− 3)］

= L［U(t− 2)］+ L［U(t− 3)］

= e−2s

s
+ e−3s

s

= e−2s + e−3s

s
(s > 0)

（ 4） f(t) = U(t)− U(t− 2) + U(t− 3) (t > 0)

　 L［f(t)］= L［U(t)− U(t− 2) + U(t− 3)］

= L［U(t)］− L［U(t− 2)］+ L［U(t− 3)］

= 1
s
− e−2s

s
+ e−3s

s

= 1 − e−2s + e−3s

s
(s > 0)

78 i） ω > 0のとき

　 L［ sinhωt］= 1
ω
· 1(

s
ω

)2

− 1

= 1
ω
· 1

s2

ω2 − 1

= 1
s2

ω
− ω

= ω
s2 − ω2

ii） ω < 0のとき，sinh ωt = − sinh(−ωt)で，このとき，−ω > 0

であるから

　 L［ sinh ωt］= L［− sinh(−ωt)］

= −L［ sinh(−ωt)］

= −
(

1
−ω

)
· 1(

s
−ω

)2

− 1

= 1
ω
· 1

s2

ω2 − 1

= 1
s2

ω
− ω

= ω
s2 − ω2

以上より，ω \= 0のとき，L［ sinhωt］= ω

s2 − ω2

79 　 L［ sin t］= 1
s2 + 1

であるから

　 L［ sin t cos t］= L
[

sin 2t
2

]

= 1
2
L［ sin 2t］

= 1
2
· 1

2
· 1(

s
2

)2

+ 1

= 1
4
· 1

s2

4
+ 1

= 1
s4 + 4

80 　 L［t2］= 2
s3 であるから，像関数の移動法則をを用いて

　 与式 = 2
(s − α)3

81 　 L［ cos t］= s
s2 + 1

であるから，原関数の移動法則を用いて

　 与式 = e−
π
3 s · s

s2 + 1

= se− π
3 s

s2 + 1

82 i）　 t <= 3のとき，f(t) = (t− 3) · 0 = 0

ii）　 t > 3のとき，f(t) = (t− 3) · 1 = t− 3

　よって，グラフは次のようになる．

3

−3

t

f(t)

O

また，L［t］= 1
s2 であるから，原関数の移動法則より

　 L［f(t)］= e−3s · 1
s2

= e−3s

s2

83 f(t) = sinh tとおくと，F (s) = L［f(t)］= 1
s2 − 1

　これより，F ′(s) = − 2s
(s2 − 1)2

　よって，像関数の微分法則より

　 L［t sinh t］= L［t f(t)］

= −F ′(s)

= −
{
− 2s

(s2 − 1)2

}

= 2s

(s2 − 1)2

f(t) = cosh tとおくと，F (s) = L［f(t)］= s
s2 − 1
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　これより，F ′(s) =
(s2 − 1)− s · 2s

(s2 − 1)2
= − s2 + 1

(s2 − 1)2

　よって，像関数の微分法則より

　 L［t cosh t］= L［t f(t)］

= −F ′(s)

= −
{
− s2 + 1

(s2 − 1)2

}

= s2 + 1
(s2 − 1)2

84 　 F (s) = L［f(t)］とおき，f ′(t) + 3f(t) = t2 の両辺のラプラス

変換をつくると

　　 L［f ′(t) + 3f(t)］= L［t2］

　　 L［f ′(t)］+ 2L［f(t)］= 2
s3

　原関数の微分法則を用いると

　　 sF (s)− f(0) + 3L［f(t)］= 2
s3

　 f(0) = 0, F (s) = L［f(t)］であるから

　　 sL［f(t)］− 0 + 3L［f(t)］= 2
s3

　　 (s + 3)L［f(t)］= 2
s3

　　 L［f(t)］= 2
s3(s + 3)

85 f(t) = e2t とおくと，F (s) = L［f(t)］= 1
s− 2

　これより

　　 F ′(s) = − 1
(s− 2)2

　　 F ′′(s) =
2(s− 2)
(s− 2)4

= 2
(s− 2)3

　　 F ′′′(s) = − 2 · 3(s− 2)2

(s− 2)6
= − 3 · 2

(s− 2)4

　よって，F (n)(s) = (−1)n n !
(s− 2)n+1

※ 数学的帰納法による証明略

　像関数の高次微分法則を用いて

　　 与式 = (−1)n · (−1)n n !
(s− 2)n+1

= n !
(s − 2)n+1

86 　 L［e3t − et］= 1
s− 3

− 1
s− 1

(s > 3)であるから，像関数

の積分法則を用いて

　 与式 =
∫ ∞

s

(
1

σ − 3
− 1

σ − 1

)
dσ

=
[

log σ − 3 − log σ − 1
]∞

s

=
[

log σ − 3
σ − 1

]∞

s

= 0− log s− 3
s− 1

※

= log s− 3
s− 1

−1

= log s− 1
s− 3

= log s − 1
s − 3

(s > 3より)

　　 ※　 lim
σ→∞

log σ − 3
σ − 1

= lim
σ→∞

log
1− 3

σ

1− 1
σ

= log 1 = 0

87（ 1）　 L−1

[
1

s2 − 4s + 4

]
= L−1

[
1

(s− 2)2

]

= te2t

（ 2）　 L−1

[
1

s2 − 5s + 6

]
= L−1

[
1

(s− 3)(s− 2)

]

　ここで， 1
(s− 3)(s− 2)

= a
s− 3

+ b
s− 2

とおき，両辺

に (s− 3)(s− 2)をかけると

　　 1 = a(s− 2) + b(s− 3)

　　 1 = (a + b)s + (−2a− 3b)

　これが sについての恒等式となるためには

　　

{
a + b = 0

−2a− 3b = 1

　これを解いて，a = 1, b = −1

　よって

　 L−1

[
1

(s− 3)(s− 2)

]
= L−1

[
1

s− 3
− 1

s− 2

]

= L−1
[

1
s− 3

]
− L−1

[
1

s− 2

]

= e3t − e2t

（ 3）　 L−1

[
2

s2 + 2s + 5

]
= L−1

[
2

(s + 1)2 − 1 + 5

]

= L−1

[
2

(s + 1)2 + 4

]

= L−1

[
2

(s + 1)2 + 22

]

= e−t sin 2t

88（ 1）　 s− 1
s2 + 6s + 9

= s− 1
(s + 3)2

　ここで， s− 1
(s + 3)2

= a
s + 3

+ b
(s + 3)2

とおき，両辺に

(s + 3)2 をかけると

　　 s− 1 = a(s + 3) + b

　　 s− 1 = as + (3a + b)

　これが sについての恒等式となるためには

　　

{
a = 1

3a + b = −1

　これを解いて，a = 1, b = −4

　よって， s− 1
(s + 3)2

= 1
s + 3

− 4
(s− 3)2

したがって

L−1

[
s− 1

s2 + 6s + 9

]
= L−1

[
1

s + 3
+ 4

(s + 3)2

]

= L−1
[

1
s + 3

]
+ 4L−1

[
1

(s + 3)2

]

= e−3t − 4te−3t

= (1 − 4t)e−3t

（ 2）　 s− 2
s2 − 6s + 13

= s− 2
(s− 3)2 − 9 + 13

= s− 2
(s− 3)2 − 4

= s− 3 + 1
(s− 3)2 − 22

= s− 3
(s− 3)2 − 22 + 1

(s− 3)2 − 22

= s− 3
(s− 3)2 − 22 + 1

2
· 2

(s− 3)2 − 22

したがって

L−1

[
s− 2

s2 − 6s + 13

]

= L−1

[
s− 3

(s− 3)2 − 22 + 1
2
· 2

(s− 3)2 − 22

]

= L−1

[
s− 3

(s− 3)2 − 22

]
+ 1

2
L−1

[
2

(s− 3)2 − 22

]

= e3t cos 2t + 1
2

e3t sin 2t

= e3t

(
cos 2t + 1

2
sin 2t

)
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89（ 1） −s + 5
(s + 1)(s− 1)(s− 2)

= a
s + 1

+ b
s− 1

+ c
s− 2

とおき，

両辺に (s + 1)(s− 1)(s− 2)をかけると

−s + 5 = a(s− 1)(s− 2) + b(s + 1)(s− 2) + c(s + 1)(s− 1)

　これが sについての恒等式になるから，s = −1を代入して

　　 −(−1) + 5 = a(−1− 1)(−1− 2) + 0b + 0c

　よって，6 = 6aとなるから，a = 1

s = 1を代入して

　　 −1 + 5 = 0a + b(1 + 1)(1− 2) + 0c

　よって，4 = −2bとなるから，b = −2

s = 2を代入して

　　 −2 + 5 = 0a + 0b + c(2 + 1)(2− 1)

　よって，3 = 3cとなるから，c = 1

　逆に，a = 1, b = −2, c = 1のとき，等式は成り立つ．

　以上より

　　 −s + 5
(s + 1)(s− 1)(s− 2)

= 1
s + 1

− 2
s− 1

+ 1
s− 2

　したがって

L−1

[
−s + 5

(s + 1)(s− 1)(s− 2)

]

= L−1
[

1
s + 1

− 2
s− 1

+ 1
s− 2

]

= e−t − 2et + e2t

（ 2） 9s
(s + 1)2(s− 2)

= a
s + 1

+ b
(s + 1)2

+ c
s− 2

とおき，両

辺に (s + 1)2(s− 2)をかけると

9s = a(s + 1)(s− 2) + b(s− 2) + c(s + 1)2

　これが sについての恒等式になるから，s = −1を代入して

　　 9 · (−1) = 0a + b(−1− 2) + 0c

　よって，−9 = −3bとなるから，b = 3

s = 2を代入して

　　 9 · 2 = 0a + 0b + c(2 + 1)2

　よって，18 = 9cとなるから，c = 2

s = 0を代入して

　　 9 · 0 = a(0 + 1)(0− 2)a + b(0− 2) + c(0 + 1)2

　よって，0 = −2a−2b+ cとなるから，これに b = 3, c = 2

を代入して，a = −2

　逆に，a = −2, b = 3, c = 2のとき，等式は成り立つ．

　以上より

　　 9s
(s + 1)2(s− 2)

= − 2
s + 1

+ 3
(s + 1)2

+ 2
s− 2

　したがって

L−1

[
9s

(s + 1)2(s− 2)

]

= L−1
[

1
s + 1

− 2
s− 1

+ 1
s− 2

]

= e−t − 2et + e2t
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