
新応用数学 

1 章 ベクトル解析 

 

§1 ベクトル関数(p.17) 

練習問題１ 

1. 

𝒂 + 𝒃 + 𝒄 = 𝟎より, 𝒂 = −(𝒃 + 𝒄)となるから 

𝒂 × 𝒃 = −(𝒃 + 𝒄) × 𝒃 

= 𝒃 × (𝒃 + 𝒄) 

= 𝒃 × 𝒃 + 𝒃 × 𝒄 

= 𝟎 + 𝒃 × 𝒄 

= 𝒃 × 𝒄 

また, 𝒄 = −(𝒂 + 𝒃) 

𝒄 × 𝒂 = −(𝒂 + 𝒃) × 𝒂 

= 𝒂 × (𝒂 + 𝒃) 

= 𝒂 × 𝒂 + 𝒂 × 𝒃 

= 𝟎 + 𝒂 × 𝒃 

= 𝒂 × 𝒃 

以上より, 𝒂 × 𝒃 = 𝒃 × 𝒄 = 𝒄 × 𝒂となる. 

 

2. 

（１） 

𝒃 × 𝒄 = |

𝒊 𝒋 𝒌
𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

| 

= |
𝑏2 𝑏3

𝑐2 𝑐3
| 𝒊 − |

𝑏1 𝑏3

𝑐1 𝑐3
| 𝒋 + |

𝑏1 𝑏2

𝑐1 𝑐2
| 𝒌 

= (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2)𝒊 − (𝑏1𝑐3 − 𝑏3𝑐1)𝒋 + (𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1)𝒌 

= (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2, 𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3, 𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1) 

よって, 

𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄) = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

        ∙ (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2, 𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3, 𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1) 

= 𝑎1(𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2) + 𝑎2(𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3) + 𝑎3(𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1) 

また, 

|

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

| = |
𝑏2 𝑏3

𝑐2 𝑐3
| 𝑎1 − |

𝑏1 𝑏3

𝑐1 𝑐3
| 𝑎2 + |

𝑏1 𝑏2

𝑐1 𝑐2
| 𝑎3 

= (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2)𝑎1 − (𝑏1𝑐3 − 𝑏3𝑐1)𝑎2 + (𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1)𝑎3 

= 𝑎1(𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2) + 𝑎2(𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3) + 𝑎3(𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1) 

したがって, 

𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄) = |

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

| 

 

 

（２） 

（１）のように行列式に変形させて展開すると, 

𝒃 ∙ (𝒄 × 𝒂) = |
𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

𝑎1 𝑎2 𝑎3

|   ※第 3 行について展開 

= |
𝑏2 𝑏3

𝑐2 𝑐3
| 𝑎1 − |

𝑏1 𝑏3

𝑐1 𝑐3
| 𝑎2 + |

𝑏1 𝑏2

𝑐1 𝑐2
| 𝑎3 

= (𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2)𝑎1 − (𝑏1𝑐3 − 𝑏3𝑐1)𝑎2 + (𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1)𝑎3 

= 𝑎1(𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2) + 𝑎2(𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3) + 𝑎3(𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1) 

𝒄 ∙ (𝒂 × 𝒃) = |

𝑐1 𝑐2 𝑐3

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

|   ※第 2 行について展開 

= − |
𝑐2 𝑐3

𝑏2 𝑏3
| 𝑎1 + |

𝑐1 𝑐3

𝑏1 𝑏3
| 𝑎2 − |

𝑐1 𝑐2

𝑏1 𝑏2
| 𝑎3 

= −(𝑐2𝑏3 − 𝑐3𝑏2)𝑎1 + (𝑐1𝑏3 − 𝑐3𝑏1)𝑎2 − (𝑐1𝑏2 − 𝑐2𝑏1)𝑎3 

= 𝑎1(𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2) + 𝑎2(𝑏3𝑐1 − 𝑏1𝑐3) + 𝑎3(𝑏1𝑐2 − 𝑏2𝑐1) 

したがって, 

𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄) = 𝒃 ∙ (𝒄 × 𝒂) = 𝒄 ∙ (𝒂 × 𝒃) 

 

3. 

（１） 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1, 2, 3) − (0, 1, 2) = (−1, 1, 1) 

AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2, −2, 2) − (0, 1, 2) = (2, −3, 0) 

となるから, 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ × AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |
𝒊 𝒋 𝒌

−1 1 1
2 −3 0

| 

= |
1 1

−3 0
| 𝒊 − |

−1 1
2 0

| 𝒋 + |
−1 1
2 −3

| 𝒌 

= (0 + 3)𝒊 − (0 − 2)𝒋 + (3 − 2)𝒌 

= 3𝒊 + 2𝒋+= (3, 2, 1) 

したがって, 

𝑆 = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ × AC⃗⃗⃗⃗  ⃗| 

= √32 + 22 + 11 

= √9 + 4 + 1 

= √𝟏𝟒 

（２） 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ × AC⃗⃗⃗⃗  ⃗はAB⃗⃗⃗⃗  ⃗とAC⃗⃗⃗⃗  ⃗に垂直なベクトルなので,  

この単位ベクトルを求めればよい. 

よって, 

±
1

|AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ × AC⃗⃗⃗⃗  ⃗|
(AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ × AC⃗⃗⃗⃗  ⃗) = ±

𝟏

√𝟏𝟒
(𝟑, 𝟐, 𝟏) 



4. 

（１）接線ベクトルは, 

𝑑𝒓

𝑑𝑡
= (𝑒𝑡 , −𝑒−𝑡 , √2) 

|
𝑑𝒓

𝑑𝑡
| = √(𝑒𝑡)2 + (−𝑒−𝑡)2 + (√2)

2
 

= √𝑒2𝑡 + 𝑒−2𝑡 + 2 

= √(𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)2 

= 𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡 

したがって, 求める単位接線ベクトル𝒕は, 

𝒕 =
𝟏

𝒆𝒕 + 𝒆−𝒕
(𝒆𝒕, −𝒆−𝒕, √𝟐) 

（２）曲線の長さを𝑠とする. 

𝑠 = ∫ |
𝑑𝒓

𝑑𝑡
|

1

0

𝑑𝑡 

= ∫ (𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

= [𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡]0
1  

= (𝑒1 − 𝑒−1) − (𝑒0 − 𝑒0) 

= 𝑒 −
1

𝑒
− 0 

= 𝒆 −
𝟏

𝒆
 

 

5. 曲線の長さを𝑠とする. 

𝑑𝒓

𝑑𝑡
= (2, 2√3𝑡, 3𝑡2) 

|
𝑑𝒓

𝑑𝑡
| = √22 + (2√3𝑡)

2
+ (3𝑡2)2 

= √4 + 12𝑡2 + 9𝑡4 

= √(3𝑡2 + 2)2 

= 3𝑡2 + 2 

よって, 

𝑠 = ∫ |
𝑑𝒓

𝑑𝑡
| 𝑑𝑡

3

0

 

= ∫ (3𝑡2 + 2)𝑑𝑡
3

0

 

= [𝑡3 + 2𝑡]0
3 

= 33 + 2 ∙ 3 

= 27 + 6 

= 𝟑𝟑 

 

 

6. 

（１） 

𝜕𝒓

𝜕𝑢
= (−𝑎 sin 𝑢 sin 𝑣 , 𝑎 cos 𝑢 sin 𝑣 , 0) 

𝜕𝒓

𝜕𝑣
= (𝑎 cos 𝑢 cos 𝑣 , 𝑎 sin 𝑢 cos 𝑣 , −𝑎 sin 𝑣)より 

𝜕𝒓

𝜕𝑢
×

𝜕𝒓

𝜕𝑣
= |

𝒊 𝒋 𝒌
−𝑎 sin 𝑢 sin 𝑣 𝑎 cos 𝑢 sin 𝑣 0
𝑎 cos 𝑢 cos 𝑣 𝑎 sin 𝑢 cos 𝑣 −𝑎 sin 𝑣

| 

= 𝑎2 sin 𝑣 |
𝒊 𝒋 𝒌

− sin 𝑢 cos 𝑢 0
cos 𝑢 cos 𝑣 sin 𝑢 cos 𝑣 − sin 𝑣

| 

= 𝑎2 sin 𝑣 (|
cos 𝑢 0

sin 𝑢 cos 𝑣 − sin 𝑣
| 𝒊 − − − − − − − −

− |
− sin 𝑢 0

cos 𝑢 cos 𝑣 − sin 𝑣
| 𝒋 − − − −

∓ + + |
− sin 𝑢 cos 𝑢

cos 𝑢 cos 𝑣 sin 𝑢 cos 𝑣
| 𝒌) 

= 𝑎2 sin 𝑣 {(− cos 𝑢 sin 𝑣 − 0)𝒊 − (sin 𝑢 sin 𝑣 − 0)𝒋

+ (− sin2 𝑢 cos 𝑣 − cos2 𝑢 cos 𝑣)𝒌} 

= 𝑎2 sin 𝑣 {− cos 𝑢 sin 𝑣 𝒊 − sin 𝑢 sin 𝑣 𝒋

+ (− cos 𝑣)(sin2 𝑢 + cos2 𝑢)𝒌} 

= −𝑎2 sin 𝑣 (cos 𝑢 sin 𝑣 , sin 𝑢 sin 𝑣 , cos 𝑣) 

|
𝜕𝒓

𝜕𝑢
×

𝜕𝒓

𝜕𝑣
|
2

= (−𝑎2 sin 𝑣)2{(cos 𝑢 sin 𝑣)2 

+(sin 𝑢 sin 𝑣)2 + cos2 𝑣} 

= (𝑎4 sin2 𝑣)(cos2 𝑢 sin2 𝑣 + sin2 𝑢 sin2 𝑣 + cos2 𝑣) 

= (𝑎2 sin 𝑣)2{sin2 𝑣 (cos2 𝑢 + sin2 𝑢) + cos2 𝑣} 

= (𝑎2 sin 𝑣)2(sin2 𝑣 + cos2 𝑣) 

= (𝑎2 sin 𝑣)2 

|
𝜕𝒓

𝜕𝑢
×

𝜕𝒓

𝜕𝑣
| = √(𝑎2 sin 𝑣)2 = 𝑎2 sin 𝑣 

よって, 求める単位法線ベクトルは, 

±
1

𝑎2 sin 𝑣
{−𝑎2 sin 𝑣 (cos 𝑢 sin 𝑣 , sin 𝑢 sin 𝑣 , cos 𝑣)} 

= ±(𝐜𝐨𝐬 𝒖 𝐬𝐢𝐧 𝒗 , 𝐬𝐢𝐧 𝒖 𝐬𝐢𝐧 𝒗 , 𝐜𝐨𝐬 𝒗) 

 

（２） 

𝑆 = ∬ |
𝜕𝒓

𝜕𝑢
×

𝜕𝒓

𝜕𝑣
| 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐷

 

= ∬ 𝑎2 sin 𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐷

 

= 𝑎2 ∫ (∫ sin 𝑣 𝑑𝑢

𝜋
2

0

)𝑑𝑣

𝜋
2

𝜋
3

 



= 𝑎2 ∫ [𝑢 sin 𝑣]
0

𝜋
2𝑑𝑣

𝜋
2

𝜋
3

 

= 𝑎2 ∫ (
𝜋

2
sin 𝑣)𝑑𝑣

𝜋
2

𝜋
3

 

=
𝜋

2
𝑎2 ∫ [− cos 𝑣]𝜋

3

𝜋
2

𝜋
2

𝜋
3

 

=
𝜋

2
𝑎2 (− cos

𝜋

2
+ cos

𝜋

3
) 

=
𝜋

2
𝑎2 (0 +

1

2
) 

=
𝝅

𝟒
𝒂𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


