
新線形代数改訂版 

４章 行列の応用 

 

 

§2 固有値とその応用（p.158～p.159） 

練習問題 2-A 

1. それぞれの行列を𝐴とおく. 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−3 − 𝜆 1
5 1 − 𝜆

| 

= (−3 − 𝜆)(1 − 𝜆) − 5 

= −3 + 2𝜆 + 𝜆2 − 5 

= 𝜆2 + 2𝜆 − 8 

= (𝜆 − 2)(𝜆 + 4) 

(𝜆 − 2)(𝜆 + 4) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 𝟐, −𝟒 

 

i) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−5 1
5 −1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 5𝑥 − 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
𝟓
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = −4のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 4𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 1
5 5

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
−𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
3 − 𝜆 4
2 1 − 𝜆

| 

= (3 − 𝜆)(1 − 𝜆) − 8 

= 3 − 4𝜆 + 𝜆2 − 8 

= 𝜆2 − 4𝜆 − 5 

= (𝜆 − 5)(𝜆 + 1) 

(𝜆 − 5)(𝜆 + 1) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 𝟓, −𝟏 

 

i) 𝜆 = 5のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 5𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−2 4
2 −4

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 2𝑥 − 4𝑦 = 0 

𝑥 − 2𝑦 = 0であるから, 𝑦 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟐
𝟏
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
4 4
2 2

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 2𝑥 + 2𝑦 = 0 

𝑥 + 𝑦 = 0であるから, 𝑦 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
−𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

 

（３）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−3 − 𝜆 −1
1 −1 − 𝜆

| 

= (−3 − 𝜆)(−1 − 𝜆) − (−1) 

= 3 + 4𝜆 + 𝜆2 + 1 

= 𝜆2 + 4𝜆 + 4 

= (𝜆 + 2)2 

(𝜆 + 2)2 = 0より, 固有値は, 𝜆 = −𝟐（2 重解） 

 

𝜆 = −2のときの固有ベクトルを𝒙とする. 

(𝐴 + 2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 −1
1 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐とおくと 

𝒙 = 𝒄 (
−𝟏
𝟏
)  (𝒄 ≠ 𝟎) 

 



2. 与えられた行列を𝐴とおき, 固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−3 − 𝜆 5 5
1 −7 − 𝜆 −5
−1 9 7 − 𝜆

| 

= |
−3 − 𝜆 5 0
1 −7 − 𝜆 2 + 𝜆
−1 9 −2 − 𝜆

| 

= (2 + 𝜆) |
−3 − 𝜆 5 0
1 −7 − 𝜆 1
−1 9 −1

| 

= (2 + 𝜆) |
−3 − 𝜆 5 0
0 2 − 𝜆 0
−1 9 −1

| 

= (2 + 𝜆) ∙ (−1) |
−3 − 𝜆 5
0 2 − 𝜆

| 

= −(2 + 𝜆)(−3 − 𝜆)(2 − 𝜆) 

= −(𝜆 + 3)(𝜆 + 2)(𝜆 − 2) 

−(𝜆 + 3)(𝜆 + 2)(𝜆 − 2) = 0より, 

固有値は, 𝜆 = −𝟑, −𝟐, 𝟐 

 

i) 𝜆 = −3のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 + 3𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

(
0 5 5
1 −4 −5
−1 9 10

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
0 5 5
1 −4 −5
−1 9 10

) → (
1 −4 −5
0 5 5
−1 9 10

) 

→ (
1 −4 −5
0 1 1
0 5 5

) 

→ (
1 −4 −5
0 1 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 − 4𝑦 − 5𝑧 = 0, 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑦 = −𝑧, 𝑥 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
−𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = −2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

(
−1 5 5
1 −5 −5
−1 9 9

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 5 5
1 −5 −5
−1 9 9

) → (
−1 5 5
0 0 0
0 4 4

) 

→ (
−1 5 5
0 1 1
0 0 0

) 

よって, −𝑥 + 5𝑦 + 5𝑧 = 0, 𝑦 + 𝑧 = 0 

−𝑦 = 𝑧, 𝑥 = 0であるから, 𝑦 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
𝟎
𝟏
−𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

iii) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟑とする. 

(𝐴 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

(
−5 5 5
1 −9 −5
−1 9 5

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−5 5 5
1 −9 −5
−1 9 5

) → (
−1 1 1
1 −9 −5
0 0 0

) 

→ (
−1 1 1
0 −8 −4
0 0 0

) 

→ (
−1 1 1
0 2 1
0 0 0

) 

よって, −𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0, 2𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑧 = −2𝑦, 𝑥 = −𝑦であるから, −𝑦 = 𝑐3とおくと, 

𝒙𝟑 = 𝒄𝟑 (
𝟏
−𝟏
𝟐
)  (𝒄𝟑 ≠ 𝟎) 

 

3. それぞれの行列を𝐴とおく. 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
3 − 𝜆 4
2 1 − 𝜆

| 

= (3 − 𝜆)(1 − 𝜆) − 8 

= 3 − 4𝜆 + 𝜆2 − 8 

= 𝜆2 − 4𝜆 − 5 

= (𝜆 − 5)(𝜆 + 1) 

(𝜆 − 5)(𝜆 + 1) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 5, −1 

 

i) 𝜆 = 5のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 5𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−2 4
2 −4

)(
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 2𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
2
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 



(
4 4
2 2

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
−1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

𝒙𝟏, 𝒙𝟐は線形独立であるから, 対角化可能で, 

𝑃 = (
𝟐 −𝟏
𝟏 𝟏

)とすれば 

𝑃−1𝐴𝑃 = (
𝟓 𝟎
𝟎 −𝟏

) 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−3 − 𝜆 −1
1 −1 − 𝜆

| 

= (−3 − 𝜆)(−1 − 𝜆) − (−1) 

= 3 + 4𝜆 + 𝜆2 + 1 

= 𝜆2 + 4𝜆 + 4 

= (𝜆 + 2)2 

(𝜆 + 2)2 = 0より, 固有値は, 𝜆 = −2（２重解） 

固有ベクトルは, １個しか得られないので, 

対角化はできない. 

 

（３）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
3 − 𝜆 1 0
0 3 − 𝜆 0
0 0 3 − 𝜆

| 

= (3 − 𝜆)3 

(3 − 𝜆)3 = 0より, 固有値は, 𝜆 = 3（３重解） 

線形独立な固有ベクトルを３個得ることは 

できないので, 対角化はできない. 

 

（４）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
2 − 𝜆 2 1
1 3 − 𝜆 1
1 2 2 − 𝜆

| 

= |
5 − 𝜆 2 1
5 − 𝜆 3 − 𝜆 1
5 − 𝜆 2 2 − 𝜆

| 

= (5 − 𝜆) |
1 2 1
1 3 − 𝜆 1
1 2 2 − 𝜆

| 

= (5 − 𝜆) |
1 2 1
0 1 − 𝜆 0
0 0 1 − 𝜆

| 

= (5 − 𝜆) |
1 − 𝜆 0
0 1 − 𝜆

| 

= (5 − 𝜆)(1 − 𝜆)2 

(5 − 𝜆)(1 − 𝜆)2 = 0より, 

固有値は, 5, 1（２重解） 

 

i) 𝜆 = 5のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 5𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−3 2 1
1 −2 1
1 2 −3

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−3 2 1
1 −2 1
1 2 −3

) → (
1 −2 1
−3 2 1
1 2 −3

) 

→ (
1 −2 1
0 −4 4
0 4 −4

) 

→ (
1 −2 1
0 1 −1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0, 𝑦 − 𝑧 = 0 

𝑦 = 𝑧, 𝑥 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
1 2 1
1 2 1
1 2 1

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
1 2 1
1 2 1
1 2 1

) → (
1 2 1
0 0 0
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑥 = −2𝑦 − 𝑧であるから, 𝑦 = 𝑐2, 𝑧 = 𝑐3とおくと, 

𝒙𝟐 = (
−2𝑐2 − 𝑐3

𝑐2
𝑐3

) 

= (
−2𝑐2
𝑐2
0
) + (

−𝑐3
0
𝑐3
) 

= 𝑐2 (
−2
1
0
) + 𝑐3 (

−1
0
1
) 

 

ここで, 𝑃 = (
−1 −2 1
0 1 1
1 0 1

)とおくと 

|𝑃| = |
−1 −2 1
0 1 1
1 0 1

| 

= (−1 − 2) − 1 

= −4 ≠ 0 



よって, 𝑃は正則であるから, 𝐴は対角化可能で 

𝑃−1𝐴𝑃 = (
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟓

) 

 

4. 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
8 − 𝜆 2
2 5 − 𝜆

| 

= (8 − 𝜆)(5 − 𝜆) − 4 

= 40 − 13𝜆 + 𝜆2 − 4 

= 𝜆2 − 13𝜆 + 36 

= (𝜆 − 4)(𝜆 − 9) 

(𝜆 − 4)(𝜆 − 9) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 4, 9 

 

i) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
4 2
2 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 2𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
−2
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 9のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 9𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 2
2 −4

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −𝑥 + 2𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
2
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを𝒖𝟏, 𝒖𝟐とする. 

𝑢1 = ±
1

√12 + (−2)2
(
1
−2
) 

= ±
1

√5
(
1
−2
) 

𝑢2 = ±
1

√22 + 12
(
2
1
) 

= ±
1

√5
(
2
1
) 

よって, たとえば 

𝑇 =
𝟏

√𝟓
(
𝟏 𝟐
−𝟐 𝟏

)とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

𝟒 𝟎
𝟎 𝟗

) 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐵 − 𝜆𝐸| = |
3 − 𝜆 1 1
1 2 − 𝜆 0
1 0 2 − 𝜆

| 

= |
3 − 𝜆 1 0
1 2 − 𝜆 −(2 − 𝜆)
1 0 2 − 𝜆

| 

= (2 − 𝜆) |
3 − 𝜆 1 0
1 2 − 𝜆 −1
1 0 1

| 

= (2 − 𝜆) |
3 − 𝜆 1 0
2 2 − 𝜆 0
1 0 1

| 

= (2 − 𝜆) |
3 − 𝜆 1
2 2 − 𝜆

| 

= (2 − 𝜆){(3 − 𝜆)(2 − 𝜆) − 2} 

= (2 − 𝜆)(6 − 5𝜆 + 𝜆2 − 2) 

= −(𝜆 − 2)(𝜆2 − 5𝜆 + 4) 

= −(𝜆 − 2)(𝜆 − 1)(𝜆 − 4) 

−(𝜆 − 2)(𝜆 − 1)(𝜆 − 4) = 0より, 固有値は, 

𝜆 = 1, 2, 4 

 

i) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐵 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
2 1 1
1 1 0
1 0 1

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
2 1 1
1 1 0
1 0 1

) → (
1 1 0
2 1 1
1 0 1

) 

→ (
1 1 0
0 −1 1
0 −1 1

) 

→ (
1 1 0
0 −1 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0, −𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑥 = −𝑦, 𝑧 = 𝑦であるから, 𝑦 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
−1
1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐵 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 



(
1 1 1
1 0 0
1 0 0

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

よって, 𝑥 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑧 = −𝑦であるから, 𝑦 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
0
1
−1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

iii) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟑とする. 

(𝐵 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−1 1 1
1 −2 0
1 0 −2

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 1 1
1 −2 0
1 0 −2

) → (
−1 1 1
0 −1 1
0 1 −1

) 

→ (
−1 1 1
0 −1 1
0 0 0

) 

よって, −𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0, −𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑦 = 𝑧, 𝑥 = 2𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐3とおくと, 

𝒙𝟑 = 𝑐3 (
2
1
1
)  (𝑐3 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを𝒖𝟏, 𝒖𝟐, 𝒖𝟑とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√(−1)2 + 12 + 12
(
−1
1
1
) 

= ±
1

√3
(
−1
1
1
) 

𝑢2 = ±
1

√02 + 12 + (−1)2
(
0
1
−1
) 

= ±
1

√2
(
0
1
−1
) 

𝑢3 = ±
1

√22 + 12 + 12
(
2
1
1
) 

= ±
1

√6
(
2
1
1
) 

よって, たとえば 

𝑇 =

(

 
 
 
 
−
𝟏

√𝟑
𝟎

𝟐

√𝟔
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟐

𝟏

√𝟔
𝟏

√𝟑
−
𝟏

√𝟐

𝟏

√𝟔)

 
 
 
 

とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐵𝑇 = (

𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟒

) 

 

5. 

（１）与式 = (𝑥 𝑦) (
8 2
2 5

) (
𝑥
𝑦) 

ここで, 𝐴 = (
8 2
2 5

)とおく. 

𝐴の固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
8 − 𝜆 2
2 5 − 𝜆

| 

= (8 − 𝜆)(5 − 𝜆) − 4 

= 40 − 13𝜆 + 𝜆2 − 4 

= 𝜆2 − 13𝜆 + 36 

= (𝜆 − 4)(𝜆 − 9) 

(𝜆 − 4)(𝜆 − 9) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 4, 9 

 

i) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
4 2
2 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 2𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
−2
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 9のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 9𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 2
2 −4

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −𝑥 + 2𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
2
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを𝒖𝟏, 𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√12 + (−2)2
(
1
−2
) 

= ±
1

√5
(
1
−2
) 

𝒖𝟐 = ±
1

√22 + 12
(
2
1
) 

= ±
1

√5
(
2
1
) 

直交行列𝑇を 



𝑇 =

(

 
 

1

√5

2

√5

−
2

√5

1

√5)

 
 

 

とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

4 0
0 9

) 

すなわち, 𝐴 = 𝑇 (
4 0
0 9

) 𝑇 
𝑡  

よって 

(𝑥 𝑦)𝑇 (
4 0
0 9

) 𝑇 
𝑡 (

𝑥
𝑦) 

ここで, (
𝑥′

𝑦′
) = 𝑇 

𝑡 (
𝑥
𝑦)とすれば 

(𝑥′ 𝑦′) (
4 0
0 9

) (
𝑥′

𝑦′
) 

よって, 標準形は, 𝟒𝒙′
𝟐
+ 𝟗𝒚′

𝟐
 

 

（２）与式 = (𝑥 𝑦) (
1 1
1 −1

) (
𝑥
𝑦) 

ここで, 𝐴 = (
1 1
1 −1

)とおく. 

𝐴の固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
1 − 𝜆 1
1 −1 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆)(−1 − 𝜆) − 1 

= −1 + 𝜆2 − 1 

= 𝜆2 − 2 

= (𝜆 + √2)(𝜆 − √2) 

(𝜆 + √2)(𝜆 − √2) = 0より, 固有値は, 𝜆 = ±√2 

 

i) 𝜆 = √2のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − √2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 − √2 1

1 −1 − √2
) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, (1 − √2)𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = −𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
−1

1 − √2
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = −√2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + √2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 + √2 1

1 −1 + √2
) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, (1 + √2)𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = −𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
−1

1 + √2
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを𝒖𝟏, 𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√(−1)2 + (1 − √2)
2
(
−1

1 − √2
) 

= ±
1

√4 − 2√2
(
−1

1 − √2
) 

𝒖𝟐 = ±
1

√(−1)2 + (1 + √2)
2
(
−1

1 + √2
) 

= ±
1

√4 + 2√2
(
−1

1 + √2
) 

簡単に記すために, 

𝛼 = √4 − 2√2, 𝛽 = √4 + 2√2とおく, 

直交行列𝑇を 

𝑇 =

(

 
 
−
1

𝛼
−
1

𝛽

1 − √2

𝛼

1 + √2

𝛽 )

 
 

 

とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (√

2 0

0 −√2
) 

すなわち, 𝐴 = 𝑇 (√
2 0

0 −√2
) 𝑇 
𝑡  

よって 

(𝑥 𝑦)𝑇 (√
2 0

0 −√2
) 𝑇 
𝑡 (

𝑥
𝑦) 

ここで, (
𝑥′

𝑦′
) = 𝑇 

𝑡 (
𝑥
𝑦)とすれば 

(𝑥′ 𝑦′) (√
2 0

0 −√2
) (
𝑥′

𝑦′
) 

よって, 標準形は, √𝟐𝒙′
𝟐
− √𝟐𝒚′

𝟐
 

 

6. 𝐴の固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
2 − 𝜆 3
2 1 − 𝜆

| 



= (2 − 𝜆)(1 − 𝜆) − 6 

= 2 − 3𝜆 + 𝜆2 − 6 

= 𝜆2 − 3𝜆 − 4 

= (𝜆 − 4)(𝜆 + 1) 

(𝜆 − 4)(𝜆 + 1) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 4, −1 

 

i) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−2 3
2 −3

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −2𝑥 + 3𝑦 = 0 

𝑥 = 3𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
3
2
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
3 3
2 2

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
−1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

ここで, 𝑃 = (
3 1
2 −1

), 𝐷 = (
4 0
0 −1

) 

とすれば, 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷, すなわち, 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 

また,   𝑃−1 =
1

−3 − 2
(
−1 −1
−2 3

) =
1

5
(
1 1
2 −3

) 

よって 

𝐴𝑛 = (𝑃𝐷𝑃−1)𝑛 

= 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 

=
1

5
(
3 1
2 −1

) (
4 0
0 −1

)
𝑛

(
1 1
2 −3

) 

=
1

5
(
3 1
2 −1

) (
4𝑛 0
0 (−1)𝑛

) (
1 1
2 −3

) 

=
1

5
(
3 ∙ 4𝑛 1 ∙ (−1)𝑛

2 ∙ 4𝑛 −1 ∙ (−1)𝑛
) (
1 1
2 −3

) 

=
𝟏

𝟓
(
𝟑 ∙ 𝟒𝒏 + 𝟐 ∙ (−𝟏)𝒏 𝟑 ∙ 𝟒𝒏 − 𝟑 ∙ (−𝟏)𝒏

𝟐 ∙ 𝟒𝒏 − 𝟐 ∙ (−𝟏)𝒏 𝟐 ∙ 𝟒𝒏 + 𝟑 ∙ (−𝟏)𝒏
) 

 

 

練習問題 2-B 

1. 

固有値が𝜆のときの固有ベクトルを𝒙とすると, 

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙である. 

固有値 2に対する固有ベクトルが, 𝑐1 (
1
1
)であるから, 

𝐴 {𝑐1 (
1
1
)} = 2 ∙ 𝑐1 (

1
1
) 

すなわち, 𝐴 (
1
1
) = (

2
2
)・・・① 

また, 固有値 4 に対する固有ベクトルが, 

𝑐2 (
2
1
)であるから, 

𝐴 {𝑐2 (
2
1
)} = 4 ∙ 𝑐1 (

2
1
) 

すなわち, 𝐴 (
2
1
) = (

8
4
)・・・② 

①, ②より 

𝐴 (
1 2
1 1

) = (
2 8
2 4

) 

よって 

𝐴 = (
2 8
2 4

) (
1 2
1 1

)
−1

 

=
1

1 − 2
(
2 8
2 4

) (
1 −2
−1 1

) 

= −1 ∙ (
2 − 8 −4 + 8
2 − 4 −4 + 4

) 

= (
𝟔 −𝟒
𝟐 𝟎

) 

 

2. 

（１）与えられた等式において, 𝜆 = 0とすれば 

|𝐴 − 0𝐸| = (−1)3(0 − 𝜆1)(0 − 𝜆2)(0 − 𝜆3) 

|𝐴| = (−1)(−𝜆1)(−𝜆2)(−𝜆3) 

すなわち, 𝜆1𝜆2𝜆3 = |𝐴| 

 

（２）𝐴が正則ならば, |𝐴| ≠ 0 

よって,（１）より 

𝜆1𝜆2𝜆3 ≠ 0であるから,  

𝜆1 ≠ 0かつ𝜆2 ≠ 0かつ𝜆3 ≠ 0 

すなわち, 𝐴の固有値はすべて 0 ではない. 

 



3. 

𝐴の固有値𝜆に対する固有ベクトルを𝒙とすると 

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙・・・① 

（１）①の両辺に, 左から𝐴をかけると 

𝐴2𝒙 = 𝐴𝜆𝒙 

= 𝜆𝐴𝒙 

= 𝜆(𝜆𝒙) 

= 𝜆2𝒙 

𝐴2𝒙 = 𝜆2𝒙であるから, これは, 𝜆2が𝐴2の固有値で

あることを示している. 

 

（２）𝐴が正則であれば, 𝐴は逆行列をもつので, 

①の両辺に, 左から𝐴−1をかけると 

𝐴−1𝐴𝒙 = 𝐴−1𝜆𝒙 

𝒙 = 𝜆𝐴−1𝒙 

1

𝜆
𝒙 = 𝐴−1𝒙 

𝐴−1𝒙 =
1

𝜆
𝒙であるから,   これは,   

1

𝜆
が𝐴−1の 

固有値であることを示している. 

 

4. 

𝑄 = (𝑥 𝑦 𝑧) (
1 1 2
1 2 1
2 1 1

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) 

と表すことができる. 

𝐴 = (
1 1 2
1 2 1
2 1 1

)とおいて, 固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
1 − 𝜆 1 2
1 2 − 𝜆 1
2 1 1 − 𝜆

| 

= |
4 − 𝜆 4 − 𝜆 4 − 𝜆
1 2 − 𝜆 1
2 1 1 − 𝜆

| 

= (4 − 𝜆) |
1 1 1
1 2 − 𝜆 1
2 1 1 − 𝜆

| 

= (4 − 𝜆) |
1 1 1
0 1 − 𝜆 0
0 −1 −1 − 𝜆

| 

= (4 − 𝜆) |
1 − 𝜆 0
−1 −1 − 𝜆

| 

= (4 − 𝜆)(1 − 𝜆)(−1 − 𝜆) 

(4 − 𝜆)(1 − 𝜆)(−1 − 𝜆) = 0より, 固有値は, 

𝜆 = −1, 1, 4 

 

i) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

 

(𝐴 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
2 1 2
1 3 1
2 1 2

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
2 1 2
1 3 1
2 1 2

) → (
1 3 1
2 1 2
2 1 2

) 

→ (
1 3 1
0 −5 0
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0, −5𝑦 = 0 

𝑧 = −𝑥, 𝑦 = 0であるから, 𝑥 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
0
−1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
0 1 2
1 1 1
2 1 0

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
0 1 2
1 1 1
2 1 0

) → (
0 1 2
1 1 1
0 −1 −2

) 

→ (
0 1 2
1 1 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0, 𝑦 + 2𝑧 = 0 

𝑦 = −2𝑧, 𝑥 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
−2
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

iii) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟑とする. 

(𝐴 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−3 1 2
1 −2 1
2 1 −3

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−3 1 2
1 −2 1
2 1 −3

) → (
1 −2 1
−3 1 2
2 1 −3

) 

→ (
1 −2 1
0 −5 5
0 5 −5

) 

→ (
1 −2 1
0 −5 5
0 0 0

) 

よって, 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0, −𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑦 = 𝑧, 𝑥 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐3とおくと, 

𝒙𝟑 = 𝑐3 (
1
1
1
)  (𝑐3 ≠ 0) 



大きさが 1 の固有ベクトルを𝒖𝟏, 𝒖𝟐, 𝒖𝟑とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√12 + (−1)2
(
1
0
−1
) 

= ±
1

√2
(
1
0
−1
) 

𝒖𝟐 = ±
1

√12 + (−2)2 + 12
(
1
−2
1
) 

= ±
1

√6
(
1
−2
1
) 

𝒖𝟑 = ±
1

√12 + 12 + 12
(
1
1
1
) 

= ±
1

√3
(
1
1
1
) 

よって, 固有値の値が小さい順に列ベクトルを並べ, 

たとえば 

𝑇 =

(

 
 
 
 

1

√2
−
1

√6

1

√3

0
2

√6

1

√3

−
1

√2
−
1

√6

1

√3)

 
 
 
 

とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

−1 0 0
0 1 0
0 0 4

) 

すなわち, 𝐴 = 𝑇 (
−1 0 0
0 1 0
0 0 4

) 𝑇 
𝑡  

よって, (𝑥 𝑦 𝑧)𝑇 (
−1 0 0
0 1 0
0 0 4

) 𝑇 
𝑡 (

𝑥
𝑦
𝑧
) 

ここで, (
𝑥′

𝑦′

𝑧′
) = 𝑇 

𝑡 (
𝑥
𝑦
𝑧
)とすれば 

(𝑥′ 𝑦′ 𝑧′) (
−1 0 0
0 1 0
0 0 4

)(
𝑥′

𝑦′

𝑧′
) 

すなわち, 𝑄 = −𝑥′
2
+ 𝑦′

2
+ 4𝑧′

2
であるから 

𝜶 = −𝟏, 𝜷 = 𝟏, 𝜸 = 𝟒 

 

5. 

𝑇が 1 を固有値にもつことを証明するには, 

|𝑇 − 𝐸| = 0となることを証明すればよい. 

直交行列と行列式の性質を用いて, 

|𝑇 − 𝐸| = | (𝑇 − 𝐸) 
𝑡 | ∙ 1 

= | (𝑇 − 𝐸) 
𝑡 ||𝑇| 

= |𝐸 − 𝑇| 

= |−(𝑇 − 𝐸)| 

= (−1)3|𝑇 − 𝐸| 

= −|𝑇 − 𝐸| 

よって, |𝑇 − 𝐸| = −|𝑇 − 𝐸|であるから, 

2|𝑇 − 𝐸| = 0 

|𝑇 − 𝐸| = 0 

したがって, 𝑇は 1 を固有値にもつ. 

 

 


