
新線形代数改訂版 

４章 行列の応用 

 

 

§2 固有値とその応用（p.138～p.156） 

問１ 

𝐴𝒙𝟏 = (
1 2
−1 4

) (
2
1
) 

= (
4
2
) = 2 (

2
1
) = 2𝒙𝟏 

𝐴𝒙𝟐 = (
1 2
−1 4

) (
1
1
) 

= (
3
3
) = 3 (

1
1
) = 3𝒙𝟐 

よって, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐は𝐴の固有ベクトルであり, 

固有値は, それぞれ, 𝟐, 𝟑である. 

 

問２ 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
2 − 𝜆 −1
−3 4 − 𝜆

| 

= (2 − 𝜆)(4 − 𝜆) − 3 

= 𝜆2 − 6𝜆 + 8 − 3 

= 𝜆2 − 6𝜆 + 5 

= (𝜆 − 1)(𝜆 − 5) 

(𝜆 − 1)(𝜆 − 5) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 𝟏, 𝟓 

 

i) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 −1
−3 3

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 𝑦 = 0より, 𝑥 = 𝑦 

𝑥 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = 5のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 5𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−3 −1
−3 −1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −3𝑥 − 𝑦 = 0より, −3𝑥 = 𝑦 

𝑥 = 𝑐2とおくと 

 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
𝟏
−𝟑
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐵 − 𝜆𝐸| = |
2 − 𝜆 1
0 3 − 𝜆

| 

= (2 − 𝜆)(3 − 𝜆) 

(2 − 𝜆)(3 − 𝜆) = 0より, 固有値は, 𝜆 = 𝟐, 𝟑 

 

i) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐵 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
0 1
0 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐1とおくと 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
𝟎
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = 3のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐵 − 3𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 1
0 0

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −𝑥 + 𝑦 = 0より, 𝑥 = 𝑦 

𝑥 = 𝑐2とおくと 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

 

問３ 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−1 − 𝜆 2 −3
2 2 − 𝜆 −6
2 2 −6 − 𝜆

| 

= |
−2 − 𝜆 2 −3
−2 − 𝜆 2 − 𝜆 −6
−2 − 𝜆 2 −6 − 𝜆

| 

= −(𝜆 + 2) |
1 2 −3
1 2 − 𝜆 −6
1 2 −6 − 𝜆

| 

= −(𝜆 + 2) |
1 2 −3
0 −𝜆 −3
0 0 −3 − 𝜆

| 



= −(𝜆 + 2) |
−𝜆 −3
0 −3 − 𝜆

| 

= −(𝜆 + 2){−𝜆(−3 − 𝜆) − 0} 

= −𝜆(𝜆 + 2)(𝜆 + 3) 

−𝜆(𝜆 + 2)(𝜆 + 3) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 𝟎, −𝟐, −𝟑 

 

i) 𝜆 = 0のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 0𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−1 2 −3
2 2 −6
2 2 −6

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 2 −3
2 2 −6
2 2 −6

) → (
−1 2 −3
0 6 −12
0 0 0

) 

→ (
−1 2 −3
0 1 −2
0 0 0

) 

よって, −𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = 0, 𝑦 − 2𝑧 = 0 

𝑦 = 2𝑧, 𝑥 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
𝟐
𝟏
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = −2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
1 2 −3
2 4 −6
2 2 −4

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
1 2 −3
2 4 −6
2 2 −4

) → (
1 2 −3
0 0 0
0 −2 2

) 

→ (
1 2 −3
0 −1 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = 0, −𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑥 = 𝑦 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
𝟏
𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

iii) 𝜆 = −3のときの固有ベクトルを𝒙𝟑とする. 

(𝐴 + 3𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
2 2 −3
2 5 −6
2 2 −3

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
2 2 −3
2 5 −6
2 2 −3

) → (
2 2 −3
0 3 −3
0 0 0

) 

→ (
2 2 −3
0 1 −1
0 0 0

) 

よって, 2𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = 0, 𝑦 − 𝑧 = 0 

𝑦 = 𝑧,   𝑥 =
1

2
𝑧であるから,   𝑧 = 2𝑐3とおくと, 

𝒙𝟑 = 𝒄𝟑 (
𝟏
𝟐
𝟐
)  (𝒄𝟑 ≠ 𝟎) 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐵 − 𝜆𝐸| = |
1 − 𝜆 3 −1
0 1 − 𝜆 3
0 −1 5 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆) |
1 − 𝜆 3
−1 5 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆){(1 − 𝜆)(5 − 𝜆) − (−3)} 

= (1 − 𝜆)(5 − 6𝜆 + 𝜆2 + 3) 

= −(𝜆 − 1)(𝜆2 − 6𝜆 + 8) 

= −(𝜆 − 1)(𝜆 − 2)(𝜆 − 4) 

−(𝜆 − 1)(𝜆 − 2)(𝜆 − 4) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 𝟏, 𝟐, 𝟒 

 

i) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐵 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
0 3 −1
0 0 3
0 −1 4

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
0 3 −1
0 0 3
0 −1 4

) → (
0 −1 4
0 0 3
0 3 −1

) 

→ (
0 −1 4
0 0 3
0 0 11

) 

→ (
0 −1 4
0 0 1
0 0 1

) 

→ (
0 −1 4
0 0 1
0 0 0

) 

よって, −𝑦 + 4𝑧 = 0, 𝑧 = 0 

𝑦 = 𝑧 = 0であるから, 𝑥 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
𝟎
𝟎
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐵 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−1 3 −1
0 −1 3
0 −1 3

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 



係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 3 −1
0 −1 3
0 −1 3

) → (
−1 0 8
0 −1 3
0 0 0

) 

よって, −𝑥 + 8𝑧 = 0, −𝑦 + 3𝑧 = 0 

𝑥 = 8𝑧, 𝑦 = 3𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
𝟖
𝟑
𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

iii) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟑とする. 

(𝐵 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−3 3 −1
0 −3 3
0 −1 1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−3 3 −1
0 −1 1
0 −3 3

) → (
−3 0 2
0 −1 1
0 0 0

) 

よって, −3𝑥 + 2𝑧 = 0, −𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑥 =
2

3
𝑧 ,   𝑦 = 𝑧であるから,   𝑧 = 3𝑐3とおくと, 

𝒙𝟑 = 𝒄𝟑 (
𝟐
𝟑
𝟑
)  (𝒄𝟑 ≠ 𝟎) 

 

問４ 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
1 − 𝜆 −1 1
−1 1 − 𝜆 1
1 1 1 − 𝜆

| 

= |
−𝜆 −1 0
−𝜆 1 − 𝜆 2 − 𝜆
2 1 2 − 𝜆

| 

= (2 − 𝜆) |
−𝜆 −1 0
−𝜆 1 − 𝜆 1
2 1 1

| 

= (2 − 𝜆) |
−𝜆 −1 0

−2 − 𝜆 −𝜆 0
2 1 1

| 

= (2 − 𝜆) |
−𝜆 −1

−2 − 𝜆 −𝜆
| 

= (2 − 𝜆){(−𝜆)2 − (−1) ∙ (−2 − 𝜆)} 

= (2 − 𝜆)(𝜆2 − 𝜆 − 2) 

= −(𝜆 − 2)(𝜆 − 2)(𝜆 + 1) 

= −(𝜆 + 1)(𝜆 − 2)2 

−(𝜆 + 1)(𝜆 − 2)2 = 0より, 固有値は 

𝜆 = −𝟏, 𝟐（２重解） 

 

i) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
2 −1 1
−1 2 1
1 1 2

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
2 −1 1
−1 2 1
1 1 2

) → (
1 1 2
−1 2 1
2 −1 1

) 

→ (
1 1 2
0 3 3
0 −3 −3

) 

→ (
1 1 2
0 1 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0, 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑦 = −𝑧, 𝑥 = −𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
−𝟏
−𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−1 −1 1
−1 −1 1
1 1 −1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 −1 1
−1 −1 1
1 1 −1

) → (
−1 −1 1
0 0 0
0 0 0

) 

よって, −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑥 = −𝑦 + 𝑧であるから, 𝑦 = 𝑐2, 𝑧 = 𝑐3とおくと, 

𝒙𝟐 = (

−𝑐2 + 𝑐3
𝑐2
𝑐3

) 

= 𝒄𝟐 (
−𝟏
𝟏
𝟎
) + 𝒄𝟑 (

𝟏
𝟎
𝟏
)（𝒄𝟐 ≠ 𝟎または𝒄𝟑 ≠ 𝟎） 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐵 − 𝜆𝐸| = |
−𝜆 1 −1
4 1 − 𝜆 0
1 3 −2 − 𝜆

| 

= |
−𝜆 1 0
4 1 − 𝜆 1 − 𝜆
1 3 1 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆) |
−𝜆 1 0
4 1 − 𝜆 1
1 3 1

| 

= (1 − 𝜆) |
−𝜆 1 0
3 −2 − 𝜆 0
1 3 1

| 

= (1 − 𝜆) |
−𝜆 1
3 −2 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆){−𝜆(−2 − 𝜆) − 3} 

= (1 − 𝜆)(𝜆2 + 2𝜆 − 3) 

= −(𝜆 − 1)(𝜆 − 1)(𝜆 + 3) 

= −(𝜆 + 3)(𝜆 − 1)2 



−(𝜆 + 3)(𝜆 − 1)2 = 0より, 固有値は 

𝜆 = −𝟑, 𝟏（２重解） 

 

i) 𝜆 = −3のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐵 + 3𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
3 1 −1
4 4 0
1 3 1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
3 1 −1
4 4 0
1 3 1

) → (
1 3 1
4 4 0
3 1 −1

) 

→ (
1 3 1
0 −8 −4
0 −8 −4

) 

→ (
1 3 1
0 2 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0, 2𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑦 = −
1

2
𝑧 ,   𝑥 =

1

2
𝑧であるから,   𝑧 = 2𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝒄𝟏 (
𝟏
−𝟏
𝟐
)  (𝒄𝟏 ≠ 𝟎) 

ii) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐵 − 1𝜆) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

(
−1 1 −1
4 0 0
1 3 −3

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 1 −1
4 0 0
1 3 −3

) → (
−1 1 −1
1 0 0
1 3 −3

) 

→ (
0 1 −1
1 0 0
0 3 −3

) 

→ (
0 1 −1
1 0 0
0 0 0

) 

よって, 𝑦 − 𝑧 = 0, 𝑥 = 0 

𝑦 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝒄𝟐 (
𝟎
𝟏
𝟏
)  (𝒄𝟐 ≠ 𝟎) 

 

問５ 

𝑃 = (
1 2
1 1

)より 

𝑃−1 =
1

1 − 2
(
1 −2
−1 1

) = (
−1 2
1 −1

) 

よって 

𝑃−1𝐴𝑃 = (
−1 2
1 −1

) (
−4 6
−3 5

) (
1 2
1 1

) 

= (
4 − 6 −6 + 10
−4 + 3 6 − 5

) (
1 2
1 1

) 

= (
−2 4
−1 1

) (
1 2
1 1

) 

= (
−2 + 4 −4 + 4
−1 + 1 −2 + 1

) 

= (
2 0
0 −1

) =右辺 

 

問６ 

（１）固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
4 − 𝜆 1
3 2 − 𝜆

| 

= (4 − 𝜆)(2 − 𝜆) − 3 

= 8 − 6𝜆 + 𝜆2 − 3 

= 𝜆2 − 6𝜆 + 5 

= (𝜆 − 5)(𝜆 − 1) 

(𝜆 − 5)(𝜆 − 1) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 5, 1 

 

i) 𝜆 = 5のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 5𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 1
3 −3

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑦であるから, 𝑦 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
3 1
3 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 3𝑥 + 𝑦 = 0 

−3𝑥 = 𝑦であるから, 𝑥 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
−3
)  (𝑐2 ≠ 0) 

たとえば, 𝑐1 = 𝑐2 = 1とおき 

𝑃 = (𝒙𝟏 𝒙𝟐) = (
𝟏 𝟏
𝟏 −𝟑

) 



とすれば 

𝑃−1𝐴𝑃 = (
𝟓 𝟎
𝟎 𝟏

) 

 

（２）固有多項式を求めると 

|𝐵 − 𝜆𝐸| = |
3 − 𝜆 3
4 2 − 𝜆

| 

= (3 − 𝜆)(2 − 𝜆) − 12 

= 6 − 5𝜆 + 𝜆2 − 12 

= 𝜆2 − 5𝜆 − 6 

= (𝜆 + 1)(𝜆 − 6) 

(𝜆 + 1)(𝜆 − 6) = 0より, 固有値は 

𝜆 = −1, 6 

 

i) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐵 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
4 3
4 3

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 4𝑥 + 3𝑦 = 0であるから, 𝑦 = 4𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
−3
4
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 6のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐵 − 6𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−3 3
4 −4

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, −𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

たとえば, 𝑐1 = 𝑐2 = 1とおき 

𝑃 = (𝒙𝟏 𝒙𝟐) = (
−𝟑 𝟏
𝟒 𝟏

) 

とすれば 

𝑃−1𝐵𝑃 = (
−𝟏 𝟎
𝟎 𝟔

) 

 

問７ 

（１）問３の結果より 

固有値は, 𝜆 = 0, −2, −3 

それぞれの固有値に対する固有ベクトルは 

 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
2
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

𝒙𝟑 = 𝑐3 (
1
2
2
)  (𝑐3 ≠ 0) 

したがって, たとえば, 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 1とおき 

𝑃 = (𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑) = (
𝟏 𝟏 𝟏
𝟐 𝟏 𝟐
𝟏 𝟏 𝟐

) 

とすれば 

𝑃−1𝐴𝑃 = (
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 −𝟑

) 

 

（２）問３の結果より 

固有値は, 𝜆 = 1, 2, 4 

それぞれの固有値に対する固有ベクトルは 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
0
0
)  (𝑐1 ≠ 0) 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
8
3
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

𝒙𝟑 = 𝑐3 (
2
3
3
)  (𝑐3 ≠ 0) 

たとえば, 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 1とおき 

𝑃 = (𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑) = (
𝟏 𝟖 𝟐
𝟎 𝟑 𝟑
𝟎 𝟏 𝟑

) 

とすれば 

𝑃−1𝐵𝑃 = (
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟒

) 

 

問８ 

【行列𝐴】問 4 の結果より 

固有値は, 𝜆 = −1, 2（２重解） 

それぞれの固有値に対する固有ベクトルは 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
−1
−1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
−1
1
0
) + 𝑐3 (

1
0
1
)（𝑐2 ≠ 0または𝑐3 ≠ 0） 

𝑃 = (
−𝟏 −𝟏 𝟏
−𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

)とおくと 

𝑃 = |
−1 −1 1
−1 1 0
1 0 1

| 

= (−1 + 0 + 0) − (1 + 1 + 0) 

= −3 ≠ 0 



よって, 𝑃は正則であるから, 𝐴は対角化可能で 

𝑃−1𝐴𝑃 = (
−𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐

) 

 

【行列𝐵】問 4 の結果より 

固有値は, 𝜆 = −3, 1（2 重解） 

それぞれの固有値に対する固有ベクトルは 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
−1
2
)  (𝑐1 ≠ 0) 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
0
1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

したがって, 線形独立な固有ベクトルが２個しか 

とれないので, 行列𝐵は対角化可能でない. 

 

問９ 

固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−2 − 𝜆 2
2 1 − 𝜆

| 

= (−2 − λ)(1 − 𝜆) − 4 

= −2 + 𝜆 + 𝜆2 − 4 

= 𝜆2 + 𝜆 − 6 

= (𝜆 + 3)(𝜆 − 2) 

(𝜆 + 3)(𝜆 − 2) = 0より, 固有値は 

𝜆 = −3, 2 

 

i) 𝜆 = −3のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 + 3𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 2
2 4

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 2𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
−2
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−4 2
2 −1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 2𝑥 − 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
2
)  (𝑐2 ≠ 0) 

𝒙𝟏, 𝒙𝟐は互いに直交している. 

大きさが 1 の固有ベクトルを𝒖𝟏, 𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√(−2)2 + 12
(
−2
1
) = ±

1

√5
(
−2
1
) 

𝒖𝟐 = ±
1

√12 + 22
(
1
2
) = ±

1

√5
(
1
2
) 

よって, たとえば 

𝑇 =

(

 
 
−
𝟐

√𝟓

𝟏

√𝟓
𝟏

√𝟓

𝟐

√𝟓)

 
 
とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

−𝟑 𝟎
𝟎 𝟐

) 

 

問 10 

固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
−𝜆 1 −1
1 −𝜆 1
−1 1 −𝜆

| 

= |
−𝜆 1 0
1 −𝜆 1 − 𝜆
−1 1 1 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆) |
−𝜆 1 0
1 −𝜆 1
−1 1 1

| 

= (1 − 𝜆) |
−𝜆 1 0
2 −1 − 𝜆 0
−1 1 1

| 

= (1 − 𝜆) |
−𝜆 1
2 −1 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆){−𝜆(−1 − 𝜆) − 2} 

= (1 − 𝜆)(𝜆2 + 𝜆 − 2) 

= −(𝜆 − 1)(𝜆 − 1)(𝜆 + 2) 

= −(𝜆 + 2)(𝜆 − 1)2 

−(𝜆 + 2)(𝜆 − 1)2 = 0より, 固有値は 

𝜆 = −2, 1（２重解） 

 

i) 𝜆 = −2のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 + 2𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
2 1 −1
1 2 1
−1 1 2

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
2 1 −1
1 2 1
−1 1 2

) → (
1 2 1
2 1 −1
−1 1 2

) 

→ (
1 2 1
0 −3 −3
0 3 3

) 



→ (
1 2 1
0 1 1
0 0 0

) 

よって, 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0, 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑦 = −𝑧, 𝑥 = 𝑧であるから, 𝑧 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
−1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)より 

(
−1 1 −1
1 −1 1
−1 1 −1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
) 

係数行列に行基本変形を行うと 

(
−1 1 −1
1 −1 1
−1 1 −1

) → (
−1 1 −1
0 0 0
0 0 0

) 

よって, −𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0 

𝑦 = 𝑐2, 𝑧 = 𝑐3とおくと, 𝑥 = 𝑐2 − 𝑐3 

𝒙𝟐 = (

𝑐2 − 𝑐3 
𝑐2
𝑐3

) 

= 𝑐2 (
1
1
0
) + 𝑐3 (

−1
0
1
)（𝑐2 ≠ 0または𝑐3 ≠ 0） 

ここで, 𝒑𝟐 = (
1
1
0
), 𝒑𝟑 = (

−1
0
1
)とおく. 

𝒑𝟐と同じ向きの単位ベクトルを𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟐 =
1

√2
(
1
1
0
) 

𝒑𝟑の𝒑𝟐への正射影を求めると 

(𝒖𝟐 ∙ 𝒑𝟑)𝒖𝟐 =
1

√2
(−1 + 0 + 0) ∙

1

√2
(
1
1
0
) 

= −
1

2
(
1
1
0
) 

よって 

𝒒𝟑 = 𝒑𝟑 − (𝒖𝟐 ∙ 𝒑𝟑)𝒖𝟐 

= (
−1
0
1
) +

1

2
(
1
1
0
) 

=
1

2
(
−1
1
2
) 

とすれば, 𝒒𝟑は𝒑𝟐と直交する. 

 

𝒙𝟏, 𝒑𝟐, 𝒒𝟑に平行な単位ベクトルを用いて, 

たとえば, 直交行列𝑇を 

𝑇 =

(

 
 
 
 

𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟐
−
𝟏

√𝟔

−
𝟏

√𝟑

𝟏

√𝟐

𝟏

√𝟔
𝟏

√𝟑
𝟎

𝟐

√𝟔 )

 
 
 
 

とすれば, 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

−𝟐 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

) 

 

問 11 

𝒙 = (
𝑥
𝑦) = 𝑇𝒙

′ 

=

(

 
 

1

√2
−
1

√2
1

√2

1

√2 )

 
 
(
𝑥′

𝑦′
) 

=

(

 
 

𝑥′ − 𝑦′

√2
𝑥′ + 𝑦′

√2 )

 
 

 

よって,   

{
 
 

 
 𝑥 =

𝑥′ − 𝑦′

√2

𝑦 =
𝑥′ + 𝑦′

√2

 

これらを, 等式の左辺に代入すると 

左辺 = 3(
𝑥′ − 𝑦′

√2
)

2

− 2 ∙
𝑥′ − 𝑦′

√2
∙
𝑥′ + 𝑦′

√2
+ 3(

𝑥′ + 𝑦′

√2
)

2

 

=
3(𝑥′ − 𝑦′)2 − 2(𝑥′

2
− 𝑦′

2
) + 3(𝑥′ + 𝑦′)2

2
 

=
1

2
{3(𝑥′

2
− 2𝑥′𝑦′ + 𝑦′

2
) − 2𝑥′

2
 

+2𝑦′
2
+ 3(𝑥′

2
+ 2𝑥′𝑦′ + 𝑦′

2
)} 

=
1

2
(4𝑥′

2
+ 8𝑦′

2
) 

= 2𝑥′
2
+ 4𝑦′

2
=右辺 

 

問 12 

（１）与式は, (𝑥 𝑦) (
1 2
2 1

) (
𝑥
𝑦)と表すことができるので, 

𝐴 = (
1 2
2 1

)とおく. 

𝐴の固有多項式を求めると 

 



|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
1 − 𝜆 2
2 1 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆)2 − 4 

= {(1 − 𝜆) + 2}{(1 − 𝜆) − 2} 

= (−𝜆 + 3)(−𝜆 − 1) 

= (𝜆 − 3)(𝜆 + 1) 

(𝜆 − 3)(𝜆 + 1) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 3, 1 

 

ii) 𝜆 = 3のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 3𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−2 2
2 −1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = −1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 + 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
2 2
2 2

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
−1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを, 𝒖𝟏, 𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√2
(
1
1
),   𝒖𝟐 = ±

1

√2
(
−1
1
) 

直交行列𝑇を 

𝑇 =

(

 
 

1

√2
−
1

√2
1

√2

1

√2 )

 
 
とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

3 0
0 −1

) 

すなわち, 𝐴 = 𝑇 (
3 0
0 −1

) 𝑇 
𝑡  

よって 

(𝑥 𝑦)𝑇 (
3 0
0 −1

) 𝑇 
𝑡 (

𝑥
𝑦) 

ここで, (
𝑥′

𝑦′
) = 𝑇 

𝑡 (
𝑥
𝑦)とすれば 

(𝑥′ 𝑦′) (
3 0
0 −1

) (
𝑥′

𝑦′
) 

よって, 標準形は, 𝟑𝒙′
𝟐
− 𝒚′

𝟐
 

また, このとき 

(
𝑥
𝑦) = 𝑇 (

𝑥′

𝑦′
) 

=

(

 
 

1

√2
−
1

√2
1

√2

1

√2 )

 
 
(
𝑥′

𝑦′
) 

=

(

 
 

𝑥′ − 𝑦′

√2
𝑥′ + 𝑦′

√2 )

 
 

 

よって,   

{
 
 

 
 𝒙 =

𝒙′ − 𝒚′

√𝟐

𝒚 =
𝒙′ + 𝒚′

√𝟐

 

（２）与式は, (𝑥 𝑦) (
3 −2
−2 6

) (
𝑥
𝑦)と表すことができるので,  

𝐴 = (
3 −2
−2 6

)とおく. 

𝐴の固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
3 − 𝜆 −2
−2 6 − 𝜆

| 

= (3 − 𝜆)(6 − 𝜆) − 4 

= 18 − 9𝜆 + 𝜆2 − 4 

= 𝜆2 − 9𝜆 + 14 

= (𝜆 − 2)(𝜆 − 7) 

(𝜆 − 2)(𝜆 − 7) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 2, 7 

 

i) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 −2
−2 4

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 2𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
2
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 



ii) 𝜆 = 7のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 7𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−4 −2
−2 −1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 2𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
−2
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを, 𝒖𝟏, 𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√5
(
2
1
),   𝒖𝟐 = ±

1

√5
(
1
−2
) 

直交行列𝑇を 

𝑇 =

(

 
 

2

√5
−
1

√5
1

√5
+
2

√5)

 
 
とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

2 0
0 7

) 

すなわち, 𝐴 = 𝑇 (
2 0
0 7

) 𝑇 
𝑡  

よって 

(𝑥 𝑦)𝑇 (
2 0
0 7

) 𝑇 
𝑡 (

𝑥
𝑦) 

ここで, (
𝑥′

𝑦′
) = 𝑇 

𝑡 (
𝑥
𝑦)とすれば 

(𝑥′ 𝑦′) (
2 0
0 7

) (
𝑥′

𝑦′
) 

よって, 標準形は, 𝟐𝒙′
𝟐
+ 𝟕𝒚′

𝟐
 

また, このとき 

(
𝑥
𝑦) = 𝑇 (

𝑥′

𝑦′
) 

=

(

 
 

2

√5
−
1

√5
1

√5
+
2

√5)

 
 
(
𝑥′

𝑦′
) 

=

(

 
 

2𝑥′ − 𝑦′

√5
𝑥′ + 2𝑦′

√5 )

 
 

 

よって,   

{
 
 

 
 𝒙 =

𝟐𝒙′ − 𝒚′

√𝟓

𝒚 =
𝒙′ + 𝟐𝒚′

√𝟓

 

 

問 13 

2𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2は, (𝑥 𝑦) (
2 1
1 2

) (
𝑥
𝑦)と表すこと 

ができるので, ここで, 𝐴 = (
2 1
1 2

)とおく. 

𝐴の固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
2 − 𝜆 1
1 2 − 𝜆

| 

= (2 − 𝜆)2 − 1 

= {(2 − 𝜆) + 1}{(2 − 𝜆) − 1} 

= (3 − 𝜆)(1 − 𝜆) 

= (𝜆 − 3)(𝜆 − 1) 

(𝜆 − 3)(𝜆 − 1) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 3, 1 

 

i) 𝜆 = 3のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 3𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 1
1 −1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑐1とおくと, 

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
1
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 1のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 1𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
1 1
1 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
−1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

 

大きさが 1 の固有ベクトルを, 𝒖𝟏, 𝒖𝟐とすると 

𝒖𝟏 = ±
1

√2
(
1
1
),   𝒖𝟐 = ±

1

√2
(
−1
1
) 

直交行列𝑇を 



𝑇 =

(

 
 

1

√2
−
1

√2
1

√2

1

√2 )

 
 
とすれば 

𝑇 
𝑡 𝐴𝑇 = (

3 0
0 1

) 

すなわち, 𝐴 = 𝑇 (
3 0
0 1

) 𝑇 
𝑡  

よって 

(𝑥 𝑦)𝑇 (
3 0
0 1

) 𝑇 
𝑡 (

𝑥
𝑦)とすれば 

(𝑥′ 𝑦′) (
3 0
0 1

) (
𝑥′

𝑦′
) 

よって, 標準形は, 𝟑𝒙′
𝟐
+ 𝒚′

𝟐
 

以上より, (𝑥′,   𝑦′)は3𝑥′
2
+ 𝑦′

2
= 3, すなわち, 楕円 

𝑥′
2

12
+

𝑦′
2

(√3)
2 = 1上の点であり 

𝒙 = 𝑇𝒙′ =

(

 
 

1

√2
−
1

√2
1

√2

1

√2 )

 
 
𝒙′ 

= (
cos

𝜋

4
− sin

𝜋

4

sin
𝜋

4
cos

𝜋

4

)𝒙′ 

であるから, (𝑥,   𝑦)はこの楕円を, 原点を中心に 

𝜋

4
だけ回転した図形である. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問 14 

固有多項式を求めると 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = |
1 − 𝜆 3
−1 5 − 𝜆

| 

= (1 − 𝜆)(5 − 𝜆) − (−3) 

= 5 − 6𝜆 + 𝜆2 + 3 

= 𝜆2 − 6𝜆 + 8 

= (𝜆 − 2)(𝜆 − 4) 

(𝜆 − 2)(𝜆 − 4) = 0より, 固有値は 

𝜆 = 2, 4 

 

i) 𝜆 = 2のときの固有ベクトルを𝒙𝟏とする. 

(𝐴 − 2𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−1 3
−1 3

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 3𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐1とおくと,  

𝒙𝟏 = 𝑐1 (
3
1
)  (𝑐1 ≠ 0) 

ii) 𝜆 = 4のときの固有ベクトルを𝒙𝟐とする. 

(𝐴 − 4𝐸) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
)より 

(
−3 3
−1 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

よって, 𝑥 − 𝑦 = 0 

𝑦 = 𝑐2とおくと, 

𝒙𝟐 = 𝑐2 (
1
1
)  (𝑐2 ≠ 0) 

𝑃 = (
3 1
1 1

) ,   𝐷 = (
2 0
0 4

) 

とすれば, 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷, すなわち, 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 

また,   𝑃−1 =
1

3 − 1
(
1 −1
−1 3

) =
1

2
(
1 −1
−1 3

) 

よって 

𝐴𝑛 = (𝑃𝐷𝑃−1)𝑛 

= (𝑃𝐷𝑃−1)(𝑃𝐷𝑃−1)⋯ (𝑃𝐷𝑃−1) 

= 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 

=
1

2
(
3 1
1 1

) (
2 0
0 4

)
𝑛

(
1 −1
−1 3

) 

=
1

2
(
3 1
1 1

) (
2𝑛 0
0 4𝑛

) (
1 −1
−1 3

) 

=
1

2
(
3 ∙ 2𝑛 4𝑛

2𝑛 4𝑛
) (

1 −1
−1 3

) 

=
𝟏

𝟐
(
𝟑 ∙ 𝟐𝒏 − 𝟒𝒏 −𝟑 ∙ 𝟐𝒏 + 𝟑 ∙ 𝟒𝒏

𝟐𝒏 − 𝟒𝒏 −𝟐𝒏 + 𝟑 ∙ 𝟒𝒏
) 

 

 

 


