
新線形代数改訂版 

４章 行列の応用 

 

 

§1 線形変換（p.122～p.135） 

問１ 

 

 

 

 

 

 

{
𝒙′ = 𝒙   
𝒚′ = −𝒚

 

 

問２ 

（１）この変換は, 

{
𝑥′ = 𝑥   
𝑦′ = −𝑦

 

と表されるので, 線形変換である. 

変換を表す行列は 

(
𝑥′

𝑦′
) = (

𝑥
−𝑦) = (

1 0
0 −1

) (
𝑥
𝑦) 

すなわち, (
𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏

) 

（２）この変換は, 

{
𝑥′ = −𝑥
𝑦′ = 𝑦   

 

と表されるので, 線形変換である. 

変換を表す行列は 

(
𝑥′

𝑦′
) = (

−𝑥
𝑦 ) = (

−1 0
0 1

) (
𝑥
𝑦) 

すなわち, (
−𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

) 

（３）この変換は, 

{
𝑥′ = 𝑥 + 1
𝑦′ = 𝑦 − 2

 

と表され, 原点O(0,   0)を(1, −2)に移すので, 

線形変換ではない. 

 

問３ 

（１）(
𝑥′

𝑦′
) = (

2𝑥 + 3𝑦
𝑥 − 2𝑦

) = (
2 3
1 −2

) (
𝑥
𝑦) 

 

より, (
𝟐 𝟑
𝟏 −𝟐

) 

また, 点(2,   3)の像の座標は 

(
𝑥′

𝑦′
) = (

2 3
1 −2

) (
2
3
) = (

13
−4
) 

よって, (𝟏𝟑, −𝟒) 

（２）(
𝑥′

𝑦′
) = (

−𝑦
2𝑥
) = (

0 −1
2 0

) (
𝑥
𝑦) 

より, (
𝟎 −𝟏
𝟐 𝟎

) 

また, 点(2,   3)の像の座標は 

(
𝑥′

𝑦′
) = (

0 −1
2 0

) (
2
3
) = (

−3
4
) 

よって, (−𝟑, 𝟒) 

 

問４ 

𝐴 (
−2 1
1 0

) = (
1 1
3 2

) 

である. ここで, 

|
−2 1
1 0

| = −1 ≠ 0 

であるから, (
−2 1
1 0

)は正則で, 

(
−2 1
1 0

)
−1

=
1

0 − 1
(
0 −1
−1 −2

) = (
0 1
1 2

) 

よって, 

𝐴 = (
1 1
3 2

) (
−2 1
1 0

)
−1

 

= (
1 1
3 2

) (
0 1
1 2

) 

= (
𝟏 𝟑
𝟐 𝟕

) 

 

問５ 

線形変換の基本性質より 

𝑓(𝑘𝒑 + 𝑙𝒒) = 𝑓(𝑘𝒑) + 𝑓(𝑙𝒒) 

= 𝑘𝑓(𝒑) + 𝑙𝑓(𝒒) =右辺 

 

 



問６ 

𝑓(𝒂 + 2𝒃) = 𝑓(𝒂) + 2𝑓(𝒃) 

= (
−1
1
) + 2 (

1
0
) 

= (
−1
1
) + (

2
0
) 

= (
𝟏
𝟏
) 

 

問 7 

（１）直線𝑦 = 𝑥 + 1上の任意の点P(𝑥,   𝑥 + 1)の 

線形変換による像をP′(𝑥′,   𝑦′)とおくと 

(
𝑥′

𝑦′
) = (

2 −1
1 3

) (
𝑥

𝑥 + 1
) 

= (
2𝑥 − (𝑥 + 1)

𝑥 + 3(𝑥 + 1)
) 

= (
𝑥 − 1
4𝑥 + 3

) 

よって, {
𝑥′ = 𝑥 − 1  ・・・①

𝑦′ = 4𝑥 + 3・・・②
 

①より, 𝑥 = 𝑥′ + 1 

②に代入して 

𝑦′ = 4(𝑥′ + 1) + 3 

𝑦′ = 4𝑥′ + 7 

したがって, 求める図形は, 直線𝒚 = 𝟒𝒙 + 𝟕 

（２）2𝑥 + 𝑦 = 1より, 𝑦 = −2𝑥 + 1 

この直線上の任意の点P(𝑥, −2𝑥 + 1)の 

線形変換による像をP′(𝑥′,   𝑦′)とおくと 

(
𝑥′

𝑦′
) = (

6 3
−2 −1

) (
𝑥

−2𝑥 + 1
) 

= (
6𝑥 + 3(−2𝑥 + 1)

−2𝑥 − (−2𝑥 + 1)
) 

= (
3
−1
) 

よって, {
𝑥′ = 3   
𝑦′ = −1

 

したがって, 求める図形は, 点(𝟑, −𝟏) 

 

問８ 

𝑓 ∘ 𝑔を表す行列は 

(
1 1
−2 3

) (
1 0
1 2

) = (
1 + 1 0 + 2
−2 + 3 0 + 6

) 

= (
𝟐 𝟐
𝟏 𝟔

) 

 

問９ 

逆変換𝑓−1を表す行列は 

(
1 0
2 3

)
−1

=
1

3 − 0
(
3 0
−2 1

) 

=
𝟏

𝟑
(
𝟑 𝟎
−𝟐 𝟏

) 

また, 点(−1,   4)に移されるもとの点の座標は 

1

3
(
3 0
−2 1

) (
−1
4
) =

1

3
(
−3
6
) 

= (
−1
2
) 

よって, (−𝟏,   𝟐) 

 

問 10 

𝑓−1を表す行列は 

(
1 2
0 3

)
−1

=
1

3 − 0
(
3 −2
0 1

) 

=
1

3
(
3 −2
0 1

) 

よって, 点(1,   0)が𝑓−1によって移される点は 

1

3
(
3 −2
0 1

) (
1
0
) =

1

3
(
3
0
) 

= (
1
0
) 

すなわち, (𝟏,   𝟎) 

 

𝑔−1を表す行列は 

(
2 1
−4 0

)
−1

=
1

0 − (−4)
(
0 −1
4 2

) 

=
1

4
(
0 −1
4 2

) 

よって, 点(1,   0)が𝑔−1によって移される点は 

1

4
(
0 −1
4 2

) (
1
0
) =

1

4
(
0
4
) 

= (
0
1
) 

すなわち, (𝟎,   𝟏) 

 

𝑓 ∘ 𝑔 = (
1 2
0 3

) (
2 1
−4 0

) = (
−6 1
−12 0

) 



であるから, (𝑓 ∘ 𝑔)−1を表す行列は 

(
−6 1
−12 0

)
−1

=
1

0 − (−12)
(
0 −1
12 −6

) 

=
1

12
(
0 −1
12 −6

) 

よって, 点(1,   0)が(𝑓 ∘ 𝑔)−1によって移される点は 

1

12
(
0 −1
12 −6

) (
1
0
) =

1

12
(
0
12
) 

= (
0
1
) 

すなわち, (𝟎,   𝟏) 

 

問 11 

𝑓の逆変換𝑓−1を表す行列は 

(
2 0
0 3

)
−1

=
1

6 − 0
(
3 0
0 2

) 

=
1

6
(
3 0
0 2

) 

3𝑥 + 𝑦 = 6より, 𝑦 = −3𝑥 + 6 

この直線上の任意の点P(𝑥, −3𝑥 + 6)のもとの 

座標をP′(𝑥′,   𝑦′)とすると 

(
𝑥′

𝑦′
) =

1

6
(
3 0
0 2

) (
𝑥

−3𝑥 + 6
) 

=
1

6
(

3𝑥
−6𝑥 + 12

) 

= (
1

2
𝑥

−𝑥 + 2

) 

よって,   {
𝑥′ =

1

2
𝑥        ・・・①

𝑦′ = −𝑥 + 2・・・②

 

①より, 𝑥 = 2𝑥′ 

これを, ②に代入して, 

𝑦′ = −2𝑥′ + 2 

2𝑥′ + 𝑦′ = 2 

したがって, 求める図形は, 直線𝟐𝒙 + 𝒚 = 𝟐 

 

問 12 

𝜋

3
の回転 

(
cos

𝜋

3
− sin

𝜋

3

sin
𝜋

3
cos

𝜋

3

) =

(

 
 
1

2
−
√3

2

√3

2

1

2 )

 
 

 

=
𝟏

𝟐
(
𝟏 −√𝟑

√𝟑 𝟏
) 

 

𝜋

2
の回転 

(
cos

𝜋

2
− sin

𝜋

2

sin
𝜋

2
cos

𝜋

2

) = (
𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎

) 

 

𝜋の回転 

(
cos 𝜋 − sin

𝜋

2
sin 𝜋 cos 𝜋

) = (
−𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏

) 

 

−
𝜋

4
の回転 

(
cos (−

𝜋

4
) − sin (−

𝜋

4
)

sin (−
𝜋

4
) cos (−

𝜋

4
)
) =

(

 
 

1

√2

1

√2

−
1

√2

1

√2)

 
 

 

=
𝟏

√𝟐
(
𝟏 𝟏
−𝟏 𝟏

) 

 

問 13 

 

 

 

 

 

 

OA = OB,   ∠AOB =
𝜋

3
であるから,   点 Bは点 Aを 

原点を中心として,   
𝜋

3
 ,   または −

𝜋

3
回転した点である. 

𝜋

3
回転した点は 

(
cos

𝜋

3
− sin

𝜋

3

sin
𝜋

3
cos

𝜋

3

) (
1
3
) =

(

 
 
1

2
−
√3

2

√3

2

1

2 )

 
 
(
1
3
) 

=

(

 
 
1

2
−
3√3

2

√3

2
+
3

2 )

 
 

 



−
𝜋

3
回転した点は 

(
cos (−

𝜋

3
) − sin (−

𝜋

3
)

sin (−
𝜋

3
) cos (−

𝜋

3
)
) (
1
3
) =

(

 
 

1

2

√3

2

−
√3

2

1

2 )

 
 
(
1
3
) 

=

(

 
 
1

2
+
3√3

2

−
√3

2
+
3

2)

 
 

 

よって, 点 B の座標は 

(
𝟏

𝟐
∓
𝟑√𝟑

𝟐
 ,   ±

√𝟑

𝟐
+
𝟑

𝟐
)  （複号同順） 

 

問 14 

（１）与えられた行列の列ベクトルを𝒂, 𝒃とおく. 

すなわち 

𝒂 = (

4

5

−
3

5

)  ,   𝒃 = (
−
3

5

−
4

5

) 

このとき 

|𝒂|2 = (
4

5
)
2

+ (−
3

5
)
2

 

=
16

25
+
9

25
= 1 

|𝒃|2 = (−
3

5
)
2

+ (−
4

5
)
2

 

=
9

25
+
16

25
= 1 

𝒂 ∙ 𝒃 =
4

5
∙ (−

3

5
) + (−

3

5
) ∙ (−

4

5
) 

= −
12

25
+
12

25
= 0 

よって, 与えられた行列は直交行列である. 

（２）与えられた行列の列ベクトルを𝒂, 𝒃, 𝒄とおく. 

すなわち 

𝒂 =

(

 
 
 
 
−
1

√2

−
1

√6
1

√3 )

 
 
 
 

 ,   𝒃 =

(

 
 
 

０

2

√6
1

√3)

 
 
 

 ,   𝒄 =

(

 
 
 
 

1

√2

−
1

√6
1

√3 )

 
 
 
 

 

このとき 

|𝒂|2 = (−
1

√2
)
2

+ (−
1

√6
)
2

+ (
1

√3
)
2

 

=
1

2
+
1

6
+
1

3
= 1 

|𝒃|2 = 02 + (
2

√6
)
2

+ (
1

√3
)
2

 

=
2

3
+
1

3
= 1 

|𝒄|2 = (
1

√2
)
2

+ (
1

√6
)
2

+ (
1

√3
)
2

 

=
1

2
+
1

6
+
1

3
= 1 

𝒂 ∙ 𝒃 = (−
1

√2
) ∙ 0 + (−

1

√6
) ∙

2

√6
+
1

√3
∙
1

√3
 

= −
1

3
+
1

3
= 0 

𝒃 ∙ 𝒄 = 0 ∙
1

√2
+
2

√6
∙ (−

1

√6
) +

1

√3
∙
1

√3
 

= −
1

3
+
1

3
= 0 

𝒄 ∙ 𝒂 =
1

√2
∙ (−

1

√2
) + (−

1

√6
) ∙ (−

1

√6
) +

1

√3
∙
1

√3
 

= −
1

2
+
1

6
+
1

3
= 0 

よって, 与えられた行列は直交行列である. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


