
新微分積分Ⅱ改訂版 

３章 重積分 

 

 

§2 変数の変換と重積分（p.97～p.98） 

練習問題 2-A 

1.  

（１）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

よって, 領域𝐷は, 次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 𝑎, 0 ≦ 𝜃 ≦ 𝜋 

したがって 

与式 = ∬ √𝑟2 ⋅ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∫ {∫ 𝑟2𝑑𝑟
𝑎

0

} 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= ∫ [
1

3
𝑟3]

0

𝑎

𝑑𝜃
𝜋

0

 

=
1

3
𝑎3 ∫ 𝑑𝜃

𝜋

0

 

=
1

3
𝑎3 [

~
𝜃
 

]
0

𝜋

 

=
1

3
𝑎3(𝜋 − 0) =

𝟏

𝟑
𝝅𝒂𝟑 

 

（２）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

よって, 領域𝐷は, 次の不等式で表すことができる. 

1 ≦ 𝑟 ≦ √2, 0 ≦ 𝜃 ≦ 2𝜋 

したがって 

与式 = ∬
1

𝑟2 + 1
∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

 

𝐷

 

= ∫ {∫
𝑟

𝑟2 + 1
𝑑𝑟

√2

1

} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= ∫ {∫
(𝑟2 + 1)′ ∙

1
2

𝑟2 + 1
𝑑𝑟

√2

1

}
2𝜋

0

𝑑𝜃 

=
1

2
∫ [

~
log(𝑟2 + 1)

 
]

1

√2

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

=
1

2
(log 3 − log 2) ∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

=
1

2
(log 3 − log 2) [

~
𝜃
 

]
0

2𝜋

 

=
1

2
(log 3 − log 2)(2𝜋 − 0) 

= 𝜋(log 3 − log 2) 

= 𝝅 𝐥𝐨𝐠
𝟑

𝟐
 

 

2. 

（１）0 ≦ 𝑥 + 𝑦 ≦ 2より, −𝑥 ≦ 𝑦 ≦ −𝑥 + 2 

0 ≦ 𝑥 − 𝑦 ≦ 1より, −𝑥 ≦ −𝑦 ≦ −𝑥 + 1であるから, 

𝑥 − 1 ≦ 𝑦 ≦ 𝑥 

以上より, 領域𝐷は図のようになる. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２）𝑥 + 𝑦 = 𝑢・・・①, 𝑥 − 𝑦 = 𝑣・・・②とする. 

① + ②より, 2𝑥 = 𝑢 + 𝑣であるから 

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
 

よって,   
𝜕𝑥

𝜕𝑢
=

1

2
 ,   

𝜕𝑥

𝜕𝑣
=

1

2
 

① − ②より, 2𝑦 = 𝑢 − 𝑣であるから 

𝑦 =
𝑢 − 𝑣

2
 



よって,   
𝜕𝑦

𝜕𝑢
=

1

2
 ,   

𝜕𝑦

𝜕𝑣
= −

1

2
 

また, 0 ≦ 𝑢 ≦ 2, 0 ≦ 𝑣 ≦ 1, 

ヤコビアンは 

𝜕(𝑥,   𝑦)

𝜕(𝑢,   𝑣)
= |

1

2

1

2
1

2
−

1

2

| 

= −
1

4
−

1

4
= −

1

2
 

よって 

与式 = ∬ 𝑢𝑒𝑣 |−
1

2
| 𝑑𝑢𝑑𝑣

 

𝐷

 

=
1

2
∬ 𝑢𝑒𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

 

𝐷

 

=
1

2
∫ {∫ 𝑢𝑒𝑣𝑑𝑢

2

0

} 𝑑𝑣
1

0

 

=
1

2
∫ 𝑒𝑣 [

1

2
𝑢2]

0

2

𝑑𝑣
1

0

 

=
1

2
∙

1

2
∫ 𝑒𝑣(4 − 0)𝑑𝑣

1

0

 

= ∫ 𝑒𝑣𝑑𝑣
1

0

 

= [

~
𝑒𝑣

 
]

0

1

 

= 𝑒1 − 𝑒0 

= 𝒆 − 𝟏 

 

3. 

（１）被積分関数は, 点(0,   0)で定義されないので,  

原点を中心とする半径 𝜀（0 < 𝜀 < 1）の円の内部を 

𝐷から除いた領域を𝐷𝜀とする. 

 

与式 = lim
𝜀→+0

∬
𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷𝜀

 

極座標に変換すると, 領域𝐷𝜀は次の不等式で 

表すことができる. 

𝜀 ≦ 𝑟 ≦ 1,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

2
 

したがって 

与式 = lim
𝜀→0

∫ {∫
𝑟 cos 𝜃 ∙ 𝑟 sin 𝜃

𝑟2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

1

𝜀

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= lim
𝜀→0

∫ {∫ 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝑟
1

𝜀

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= lim
𝜀→0

∫ cos 𝜃 sin 𝜃 [
1

2
𝑟2]

𝜀

1

𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

=
1

2
lim
𝜀→0

{(1 − 𝜀2) ∫ cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

} 

ここで,   ∫ cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

について,   𝑡 = sin 𝜃 とおくと 

𝑑𝑡 = cos 𝜃 𝑑𝜃 

また, 𝑟と𝑡の対応は 

𝜃 0 → 
𝜋

2
 

𝑡 0 → 1 

したがって 

∫ cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

= ∫ 𝑡 𝑑𝑡
1

0

 

= [
1

2
𝑡2]

0

1

=
1

2
 

したがって 

与式 =
1

2
lim
𝜀→0

(1 − 𝜀2) ∙
1

2
 

=
1

4
(1 − 0) =

𝟏

𝟒
 

 

（２）𝑥2 + 𝑦2 ≧ 1は, 円𝑥2 + 𝑦2 = 1の外側であるから, 

与式 = lim
𝑎→∞

∬
1

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

とする. 

極座標に変換すると, 領域𝐷は次の不等式で 

表すことができる. 

1 ≦ 𝑟 ≦ 𝑎, 0 ≦ 𝜃 ≦ 2𝜋 

与式 = lim
𝑎→∞

∫ {∫
1

(𝑟2)2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

𝑎

1

} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= lim
𝑎→∞

∫ {∫ 𝑟−3𝑑𝑟
𝑎

1

} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= lim
𝑎→∞

∫ [
1

−2
𝑟−2]

1

𝑎

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= −
1

2
lim

𝑎→∞
∫ (

1

𝑎2
− 1) 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

= −
1

2
lim

𝑎→∞
{(

1

𝑎2
− 1) [

~
𝜃
 

]
0

2𝜋

} 

= −
1

2
lim

𝑎→∞
{(

1

𝑎2
− 1) ∙ 2𝜋} 

= −𝜋 lim
𝑎→∞

(
1

𝑎2
− 1) 

= −𝜋(0 − 1) = 𝝅 



4. 

∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

∞

0 

=
√𝜋

2
の導出は省略する.   ※p. 89 例題 5 

（１）𝑥 =
𝑡

√2
とおくと,   𝑑𝑥 =

1

√2
𝑑𝑡 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 −∞ → ∞ 

𝑡 −∞ → ∞ 

よって 

与式 = ∫ 𝑒
−2∙(

𝑡

√2
)

2

∙
1

√2
𝑑𝑡

∞

−∞

 

=
1

√2
∫ 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

−∞ 

 

=
1

√2
∙ 2 ∫ 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

0 

 𝑒−𝑡2
が偶関数 

=
2

√2
∙

√𝜋

2
 ※p. 89 例題 5 より 

= √
𝝅

𝟐
 

（２）𝑥 − 2 = 𝑡とおくと, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 2 → ∞ 

𝑡 0 → ∞ 

よって 

与式 = ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

0

 

=
√𝝅

𝟐
 ※p. 89 例題 5 より 

 

5. 

𝑧 =
2

3
𝑥

3
2について 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑥

1
2 = √𝑥 ,   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

よって, 求める面積を𝑆とすると 

𝑆 = ∬ √(√𝑥)
2

+ 02 + 1𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

= ∫ {∫ √𝑥 + 1𝑑𝑦
3

0

} 𝑑𝑥
3

0

 

= ∫ √𝑥 + 1 [

~
𝑦
 

]
0

3

𝑑𝑥
3

0

 

= 3 ∫ (𝑥 + 1)
1
2𝑑𝑥

3

0

 

= 3 [
2

3
(𝑥 + 1)

3
2]

0

3

 

= 2 [

~

(𝑥 + 1)√𝑥 + 1
 

]

0

3

 

= 2{(3 + 1)√3 + 1 − (0 + 1)√0 + 1} 

= 2 ∙ 7 = 𝟏𝟒 

 

6. 

図形が表す領域を𝐷, 重心の座標を(𝑥,   𝑦)とする. 

領域𝐷は, 𝑦軸に対して対称だから, 𝑥 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

領域は,   −
𝜋

2
≦ 𝑥 ≦

𝜋

2
 ,   0 ≦ 𝑦 ≦ cos 𝑥 

以上より 

∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑦 𝑑𝑦
cos 𝑥

0

} 𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

 

= ∫ [
1

2
𝑦2]

0

cos 𝑥𝜋
2

−
𝜋
2

𝑑𝑥 

=
1

2
∫ cos2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

 

=
1

2
∙ 2 ∫ cos 𝑥2 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

=
1

2
⋅

𝜋

2
=

𝜋

4
 

 

また 

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑑𝑦
cos 𝑥

0

} 𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

 

= ∫ [

~
𝑦
 

]
0

cos 𝑥

𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

 

= ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

 

= 2 ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

= 2 [

~
sin 𝑥

 
]

0

𝜋
2

 

 



= 2 (sin
𝜋

2
− sin 0) 

= 2(1 − 0) = 2 

したがって 

𝑦 =
∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

𝜋
4
2

=
𝜋

8
 

したがって,   求める重心の座標は,   (𝟎 ,   
𝝅

𝟖
) 

 

練習問題 2-B 

1. 

直線𝑦 = √3𝑥と, 円𝑥2 + 𝑦2 = 4の交点を求めると 

𝑥2 + (√3𝑥)
2

= 4 

𝑥2 + 3𝑥2 = 4 

4𝑥2 = 4 

𝑥2 = 1 

𝑥 ≧ 0より, 𝑥 = 1 

𝑦 = √3 ∙ 1 = √3 

よって, 交点は(1,   √3) 

領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

図において, 直線𝑦 = √3𝑥と𝑥軸がなす角𝜃は, 

tan 𝜃 = √3より,   𝜃 =
𝜋

3
 

よって, 極座標に変換すると, 領域𝐷は次の不等式 

で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 2,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

3
 

よって 

与式 = ∬ 𝑟 cos 𝜃 ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∫ {∫ 𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟
2

0

} 𝑑𝜃

𝜋
3

0

 

= ∫ cos 𝜃 [
1

3
𝑟3]

0

2

𝑑𝜃

𝜋
3

0

 

=
1

3
∫ cos 𝜃 ∙ 8𝑑𝜃

𝜋
3

0

 

=
8

3
[

~
sin 𝜃

 
]

0

𝜋
3

 

=
8

3
(sin

𝜋

3
− sin 0) 

=
8

3
∙

√3

2
=

𝟒√𝟑

𝟑
 

 

2. 

𝑥 = 𝑎𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑏𝑟 sin 𝜃とおくと 

𝑎2𝑟2 cos2 𝜃

𝑎2
+

𝑏2𝑟2 sin2 𝜃

𝑏2
≦ 1 

𝑟2 cos2 𝜃 + 𝑟2 sin2 𝜃 ≦ 1 

すなわち, 𝑟2 ≦ 1であるから, 0 ≦ 𝑟 ≦ 1, 0 ≦ 𝜃 ≦ 2𝜋 

また 

𝜕𝑥

𝜕𝑟
= 𝑎 cos 𝜃  ,   

𝜕𝑥

𝜕𝜃
= −𝑎𝑟 sin 𝜃 

𝜕𝑦

𝜕𝑟
= 𝑏 sin 𝜃  ,   

𝜕𝑦

𝜕𝜃
= 𝑏𝑟 cos 𝜃 

であるから, ヤコビアンは 

𝜕(𝑥,   𝑦)

𝜕(𝑟,   𝜃)
= |

𝑎 cos 𝜃 −𝑎𝑟 sin 𝜃
𝑏 sin 𝜃 𝑏𝑟 cos 𝜃

| 

= 𝑎𝑏𝑟 cos2 𝜃 + 𝑎𝑏𝑟 sin2 𝜃 

= 𝑎𝑏𝑟(cos2 𝜃 + sin2 𝜃) = 𝑎𝑏𝑟 (≧ 0) 

よって 

与式 = ∬ {(𝑎𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑏𝑟 sin 𝜃)2} ∙ 𝑎𝑏𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∫ {∫ 𝑟2(𝑎2 cos2 𝜃 + 𝑏2 sin2 𝜃)𝑎𝑏𝑟 𝑑𝑟
1

0

} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= 𝑎𝑏 ∫ {(𝑎2 cos2 𝜃 + 𝑏2 sin2 𝜃) ∫ 𝑟3
1

0

𝑑𝑟} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= 𝑎𝑏 ∫ (𝑎2 cos2 𝜃 + 𝑏2 sin2 𝜃) [
1

4
𝑟4]

0

1

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= 𝑎𝑏 ∫
1

4
(𝑎2 cos2 𝜃 + 𝑏2 sin2 𝜃)𝑑𝜃

2𝜋

0

 

=
1

4
𝑎𝑏 ∫ (𝑎2 cos2 𝜃 + 𝑏2 sin2 𝜃)𝑑𝜃

2𝜋

0

 

=
1

4
𝑎𝑏 (∫ 𝑎2 cos2 𝜃 𝑑𝜃

2𝜋

0

+ ∫ 𝑏2 sin2 𝜃 𝑑𝜃
2𝜋

0

) 

=
1

4
𝑎𝑏 (4𝑎2 ∫ cos2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

+ 𝑏2 ∫ sin2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

) 



= 𝑎𝑏 {𝑎2 (
1

2
∙

𝜋

2
) + 𝑏2 (

1

2
∙

𝜋

2
)} 

= 𝑎𝑏 (
𝜋

4
𝑎2 +

𝜋

4
𝑏2) 

=
𝟏

𝟒
𝝅𝒂𝒃(𝒂𝟐 + 𝒃𝟐) 

 

3. 

（１）𝑥と𝑦の符号によって, 不等式を場合分けすると 

i) 𝑥 ≧ 0, 𝑦 ≧ 0のとき 

𝑥 + 𝑦 ≦ 1より, 𝑦 ≦ −𝑥 + 1・・・① 

ii) 𝑥 ≧ 0, 𝑦 ≦ 0のとき 

𝑥 − 𝑦 ≦ 1より, 𝑦 ≧ 𝑥 − 1・・・② 

iii) 𝑥 ≦ 0, 𝑦 ≧ 0のとき 

−𝑥 + 𝑦 ≦ 1より, 𝑦 ≦ 𝑥 + 1・・・③ 

iv) 𝑥 ≦ 0, 𝑦 ≦ 0のとき 

−𝑥 − 𝑦 ≦ 1より, 𝑦 ≧ −𝑥 − 1・・・④ 

 

①, ②, ③, ④より, 領域𝐷を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２）（１）の①より, 𝑥 + 𝑦 ≦ 1 

④より, −1 ≦ 𝑥 + 𝑦 

よって, −1 ≦ 𝑥 + 𝑦 ≦ 1 

 

②より, 𝑥 − 𝑦 ≦ 1 

③より, −1 ≦ 𝑥 − 𝑦 

よって, −1 ≦ 𝑥 + 𝑦 ≦ 1 

 

𝑢, 𝑣を用いると, 領域𝐷は 

−1 ≦ 𝑢 ≦ 1, −1 ≦ 𝑣 ≦ 1 

 

𝑥 + 𝑦 = 𝑢・・・⑤, 𝑥 − 𝑦 = 𝑣・・・⑥ 

⑤ + ⑥より, 2𝑥 = 𝑢 + 𝑣であるから 

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
 

⑤ − ⑥より, 2𝑦 = 𝑢 − 𝑣であるから 

𝑦 =
𝑢 − 𝑣

2
 

よって, ヤコビアンは 

𝜕(𝑥,   𝑦)

𝜕(𝑢,   𝑣)
= |

1

2

1

2
1

2
−

1

2

| 

= −
1

4
−

1

4
= −

1

2
 

したがって 

与式 = ∫ {∫ 𝑢2 cos
𝜋𝑣

2
∙ |−

1

2
| 𝑑𝑢

1

−1

} 𝑑𝑣
1

−1

 

= ∫ {
1

2
∙ 2 ∫ 𝑢2 cos

𝜋𝑣

2
∙ |−

1

2
| 𝑑𝑢

1

0

} 𝑑𝑣
1

−1

 

= ∫ cos
𝑣𝜋

2
[
1

3
𝑢3]

0

1

𝑑𝑣
1

−1

 

=
1

3
∫ cos

𝑣𝜋

2
𝑑𝑣

1

−1

 

=
1

3
∙ 2 ∫ cos

𝑣𝜋

2
𝑑𝑣

1

0

 

=
2

3
[

1

1
2

𝜋
sin

𝑣𝜋

2
]

0

1

 

=
4

3𝜋
(sin

𝜋

2
− sin 0) 

=
𝟒

𝟑𝝅
 

 

4. 

領域𝐷内で, 𝑥 = 𝑦 = 0は定義されないので,  

図のような領域を考え, これを𝐷𝜀とする.  

また,   この領域𝐷内で,   
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
≧ 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

与式 = lim
𝜀→+0

∬
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷𝜀

 



= lim
𝜀→+0

∫ {∫
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦

𝑥

𝑥2
} 𝑑𝑥

1

𝜀

 

= lim
𝜀→+𝜀

∫ 𝑥 [
1

𝑥
tan−1

𝑦

𝑥
]

𝑥2

𝑥

𝑑𝑥
1

𝜀

 

= lim
𝜀→+0

∫ (tan−1 1 − tan−1 𝑥)𝑑𝑥
1

𝜀

 

= lim
𝜀→+0

∫ (
𝜋

4
− tan−1 𝑥) 𝑑𝑥

1

𝜀

 

ここで, 部分積分法を用いて 

∫ tan−1 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(𝑥)′ tan−1 𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑥 tan−1 𝑥 − ∫ 𝑥 ∙
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 

= 𝑥 tan−1 𝑥 − ∫
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 

= 𝑥 tan−1 𝑥 −
1

2
log(1 + 𝑥2) 

よって 

与式 = lim
𝜀→0

[
𝜋

4
𝑥 − {𝑥 tan−1 𝑥 −

1

2
log(1 + 𝑥2)}]

𝜀

1

 

= lim
𝜀→0

{(
𝜋

4
− tan−1 1 +

1

2
log 2) 

− (
𝜋

4
𝜀 − 𝜀 tan−1 𝜀 +

1

2
log(1 + 𝜀2))} 

= lim
𝜀→0

{(
𝜋

4
−

𝜋

4
+

1

2
log 2) 

− (
𝜋

4
𝜀 − 𝜀 tan−1 𝜀 +

1

2
log(1 + 𝜀2))} 

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠 𝟐 

 

5. 

（１）
𝑥 − 𝜇

√2𝜎
= 𝑡とおくと,   

1

√2𝜎
𝑑𝑥 = 𝑑𝑡より,   𝑑𝑥 = √2𝜎𝑑𝑡 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 −∞ → ∞ 

𝑡 −∞ → ∞ 

よって 

左辺 =
1

√2𝜋𝜎
∫ 𝑒−𝑡2

∙ √2𝜎𝑑𝑡
∞

−∞

 

=
1

√2𝜋𝜎
√2𝜎 ∫ 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

−∞

 

 

=
1

√𝜋
∙ 2 ∫ 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

0

  

=
1

√𝜋
∙ 2 ∙

√𝜋
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= 1 = 右辺 

（２）
𝑥 − 𝜇

√2𝜎
= 𝑡とおくと,   

1

√2𝜎
𝑑𝑥 = 𝑑𝑡より,   𝑑𝑥 = √2𝜎𝑑𝑡 

𝑥 = √2𝜎𝑡 + 𝜇 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 −∞ → ∞ 

𝑡 −∞ → ∞ 

よって 

左辺 =
1

√2𝜋𝜎
∫ (√2𝜎𝑡 + 𝜇)𝑒−𝑡2

∙
∞

−∞

√2𝜎𝑑𝑡 

=
1

√𝜋
∫ (√2𝜎𝑡 + 𝜇)𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

−∞

 

=
1

√𝜋
(∫ √2𝜎𝑡𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

−∞

+ ∫ 𝜇𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

−∞

) 

=
1

√𝜋
(√2𝜎 ∫ 𝑡𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

−∞

+ 𝜇 ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

−∞

) 

ここで,   不定積分∫ 𝑡𝑒−𝑡2
𝑑𝑡 を求める. 

−𝑡2 = 𝑢とおくと,   − 2𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑢より,   𝑡𝑑𝑡 = −
1

2
𝑑𝑢 

よって 

∫ 𝑡𝑒−𝑡2
𝑑𝑡 = ∫ 𝑒𝑢 ∙ (−

1

2
𝑑𝑢) 

= −
1

2
∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢 

= −
1

2
𝑒𝑢 = −

1

2
𝑒−𝑡2

 

したがって 

∫ 𝑡𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

−∞

= lim
𝑎→−∞
𝑏→∞

∫ 𝑡𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

= lim
𝑎→−∞
𝑏→∞

[−
1

2
𝑒−𝑡2

]
𝑎

𝑏

 

= −
1

2
lim

𝑎→−∞
𝑏→∞

(𝑒−𝑏2
− 𝑒−𝑎2

) = 0 

以上より 

左辺 =
1

√𝜋
(√2𝜎 ∫ 𝑡𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

−∞

+ 𝜇 ∙ 2 ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

0

) 



=
1

√𝜋
(√2𝜎 ∙ 0 + 𝜇 ∙ √𝜋) 

=
1

√𝜋
∙ 𝜇√𝜋 

= 𝜇 = 右辺 

 

6. 

𝑧 =
1

2
(𝑥2 + 𝑦2)について 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑥 ,   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑦 

ここで 

(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)

2

+ 1 = 𝑥2 + 𝑦2 + 1 

よって, 求める面積を𝑆とすると 

𝑆 = ∬ √𝑥2 + 𝑦2 + 1
 

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 

領域𝐷′を, 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 3, 𝑥 ≧ 0, 𝑦 ≧ 0とし, 

極座標に変換すると, 領域𝐷′は次の不等式で 

表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ √3 ,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

2
 

よって 

𝑆 = 4 ∬ √𝑥2 + 𝑦2 + 1
 

𝐷′
𝑑𝑥𝑑𝑦 

= 4 ∫ {∫ √𝑟2 + 1 ∙ 𝑟 𝑑𝑟
√3

0

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

ここで,   ∫ √𝑟2 + 1 ∙ 𝑟 𝑑𝑟
√3

0

について, 

𝑟2 + 1 = 𝑡とおくと,   2𝑟𝑑𝑟 = 𝑑𝑡より,   𝑟𝑑𝑟 =
1

2
𝑑𝑡 

また, 𝑟と𝑡の対応は 

𝑟 0 → √3 

𝑡 1 → 4 

よって 

∫ √𝑟2 + 1 ∙ 𝑟 𝑑𝑟
√3

0

= ∫ √𝑡 ∙
1

2
𝑑𝑡

4

1

 

=
1

2
[
2

3
𝑡

3
2]

1

4

 

=
1

3
[

~
𝑡√𝑡

 
]

1

4

 

=
1

3
(4√4 − 1) 

=
7

3
 

したがって 

𝑆 = 4 ∬ √𝑥2 + 𝑦2 + 1
 

𝐷′
𝑑𝑥𝑑𝑦 

= 4 ∫
7

3
𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= 4 ∙
7

3
[

~
𝜃
 

]
0

𝜋
2

 

=
28

3
∙

𝜋

2
=

𝟏𝟒

𝟑
𝝅 

 

7. 

重心の座標を(𝑥,   𝑦)とする. 

領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 2𝑥より,   𝑥 =
𝑦

2
 

𝑦 = 2 − 𝑥より, 𝑥 = 2 − 𝑦 

よって, 領域𝐷は次の不等式で表すことができる. 

𝑦

2
≦ 𝑥 ≦ 2 − 𝑦 ,   0 ≦ 𝑦 ≦ 1 

よって 

∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑥 𝑑𝑥
2−𝑦

𝑦
2

} 𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ [
1

2
𝑥2]

𝑦
2

2−𝑦

𝑑𝑦
1

0

 

=
1

2
∫ {(2 − 𝑦)2 − (

𝑦

2
)

2

} 𝑑𝑦
1

0

 

=
1

2
∫ (4 − 4𝑦 + 𝑦2 −

𝑦2

4
) 𝑑𝑦

1

0

 

=
1

2
∫ (4 − 4𝑦 +

3

4
𝑦2) 𝑑𝑦

1

0

 



=
1

2
[4𝑦 − 2𝑦2 +

1

4
𝑦3]

0

1

 

=
1

2
(4 − 2 +

1

4
) 

= 2 − 1 +
1

8
=

9

8
 

また 

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑑𝑥
2−𝑦

𝑦
2

} 𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ [

~
𝑥
 

]
𝑦
2

2−𝑦

𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ (2 − 𝑦 −
𝑦

2
) 𝑑𝑦

1

0

 

= ∫ (2 −
3

2
𝑦) 𝑑𝑦

1

0

 

= [2𝑦 −
3

4
𝑦2]

0

1

 

= 2 −
3

4
=

5

4
 

したがって 

𝑥 =
∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

9
8
5
4

=
9

10
 

 

また 

∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑦 𝑑𝑥
2−𝑦

𝑦
2

} 𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ 𝑦 [

~
𝑥
 

]
𝑦
2

2−𝑦

𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ 𝑦 (2 − 𝑦 −
𝑦

2
) 𝑑𝑦

1

0

 

= ∫ 𝑦 (2 −
3

2
𝑦) 𝑑𝑦

1

0

 

= ∫ (2𝑦 −
3

2
𝑦2) 𝑑𝑦

1

0

 

= [𝑦2 −
1

2
𝑦3]

0

1

 

= 1 −
1

2
=

1

2
 

また,   ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑑𝑥
2−𝑦

𝑦
2

} 𝑑𝑦
1

0

=
5

4
 

したがって 

 

𝑦 =
∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

1
2
5
4

=
2

5
 

したがって,   求める重心の座標は,   (
𝟗

𝟏𝟎
 ,   

𝟐

𝟓
) 

 


