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３章 重積分 

 

 

§2 変数の変換と重積分（p.80～p.95） 

問１ 

（１）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

よって, 領域𝐷は, 次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 3, 0 ≦ 𝜃 ≦ 𝜋 

したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = ∬ 𝑟 sin 𝜃 ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∫ {∫ 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟
3

0

} 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= ∫ sin 𝜃 [
1

3
𝑟3]

0

3

𝑑𝜃
𝜋

0

 

= ∫ 9 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= 9 [

~
− cos 𝜃

 
]

0

𝜋

 

= 9{− cos 𝜋 − (− cos 0)} 

= 9{−(−1) + 1} 

= 9 ∙ 2 = 𝟏𝟖 

 

（２）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

よって, 領域𝐷は, 次の不等式で表すことができる. 

1 ≦ 𝑟 ≦ 2, 0 ≦ 𝜃 ≦ 2𝜋 

したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = ∬ √(𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑟 sin 𝜃)2 ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∬ √𝑟2(cos2 𝜃 + sin2 𝜃) ∙ 𝑟
 

𝐷

𝑑𝑟𝑑𝜃 

= ∬ |𝑟| ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∫ {∫ 𝑟2𝑑𝑟
2

1

} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= ∫ [
1

3
𝑟3]

1

2

𝑑𝜃
2𝜋 

0

 

=
1

3
∫ (8 − 1)𝑑𝜃

2𝜋

0

 

=
7

3
∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

=
7

3
[

~
𝜃
 

]
0

2𝜋

 

=
7

3
∙ 2𝜋 =

𝟏𝟒

𝟑
𝝅 

 

問２ 

曲面と𝑥𝑦平面との交線は, 曲面の方程式において,  

𝑧 = 0とすれば, 4 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0,  

すなわち, 𝑥2 + 𝑦2 = 4である. 

領域𝐷を, 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 4, −2 ≦ 𝑥 ≦ 2, −2 ≦ 𝑦 ≦ 2とし, 

求める体積を𝑉とすれば 

𝑉 = ∬ (4 − 𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

 

極座標に変換すると, 領域𝐷は次の不等式表すことが 

できる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 2,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

2
 

したがって 

𝑉 = ∬ {4 − (𝑥2 + 𝑦2)}𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

= ∬ (4 − 𝑟2 ) ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
 

𝐷

 

= ∫ {∫ (4𝑟 − 𝑟3)𝑑𝑟
2

0

} 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= ∫ [2𝑟2 −
1

4
𝑟4]

0

2

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= ∫ (8 − 4)𝑑𝜃
2𝜋

0

 



= 4 ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= 4 [

~
𝜃
 

]
0

2𝜋

 

= 4 ∙ 2𝜋 = 𝟖𝝅 

 

問３ 

𝑥 = 𝑎𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑏𝑢 sin 𝑣とおくと 

ヤコビアンは 

𝜕(𝑥,   𝑦)

𝜕(𝑢,   𝑣)
= |

𝑎 cos 𝑣 −𝑎𝑢 sin 𝑣
𝑏 sin 𝑣 𝑏𝑢 cos 𝑣

| 

= 𝑎𝑏𝑢 cos2 𝑣 + 𝑎𝑏𝑢 sin2 𝑣 

= 𝑎𝑏𝑢(cos2 𝑣 + sin2 𝑣) = 𝑎𝑏𝑢 

また,   0 ≦ 𝑢 ≦ 1,   0 ≦ 𝑣 ≦
𝜋

2
であるから 

∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑎𝑢 cos 𝑣 ∙ 𝑎𝑏𝑢 𝑑𝑢
1

0

} 𝑑𝑣

𝜋
2

0

 

= ∫ 𝑎2𝑏 cos 𝑣 [

~
1

3
𝑢3

 

]

0

1

𝑑𝑣

𝜋
2

0

 

=
1

3
𝑎2𝑏 ∫ cos 𝑣 𝑑𝑣

𝜋
2

0

 

=
𝑎2𝑏

3
[

~
sin 𝑣

 
]

0

𝜋
2

 

=
𝑎2𝑏

3
(sin

𝜋

2
− sin 0) 

=
𝑎2𝑏

3
∙ 1 =

𝒂𝟐𝒃

𝟑
 

 

問４ 

𝑢, 𝑣を用いると, 領域𝐷は 

|𝑢| ≦ 2より, −2 ≦ 𝑢 ≦ 2 

|𝑣| ≦ 1より, −1 ≦ 𝑣 ≦ 1 

𝑥 + 𝑦 = 𝑢, 2𝑥 − 𝑦 = 𝑣を, 𝑥, 𝑦について解くと 

{
𝑥 + 𝑦 = 𝑢  ・・・①

2𝑥 − 𝑦 = 𝑣・・・②
 

① + ②より, 3𝑥 = 𝑢 + 𝑣 

よって,   𝑥 =
𝑢 + 𝑣

3
 

これを①に代入して, 整理すると 

𝑢 + 𝑣

3
+ 𝑦 = 𝑢 

𝑢 + 𝑣 + 3𝑦 = 3𝑢 

𝑦 =
2𝑢 − 𝑣

3
 

よって, ヤコビアンは 

𝜕(𝑥,   𝑦)

𝜕(𝑢,   𝑣)
= |

1

3

1

3
2

3
−

1

3

| 

= −
1

9
−

2

9
= −

1

3
 

したがって 

与式 = ∫ {∫ 𝑢2𝑣4 ∙ |−
1

3
| 𝑑𝑢

2

−2

} 𝑑𝑣
1

−1

 

= ∫ {
1

3
∙ 2 ∫ 𝑢2𝑣4𝑑𝑢

2

0

} 𝑑𝑣
1

−1

 ※𝑢2が偶関数 

= ∫
2

3
[
1

3
𝑢3𝑣4]

0

2

𝑑𝑣
1

−1

 

=
2

9
∫ 8𝑣4

1

−1

𝑑𝑣 

=
16

9
∙ 2 ∫ 𝑣4𝑑𝑣

1

0

 ※𝑣4が偶関数 

=
32

9
[
1

5
𝑣5]

0

1

 

=
32

9
∙

1

5
=

𝟑𝟐

𝟒𝟓
 

 

問５ 

被積分関数は, 点(0,   0)で定義されないので, 原点を 

中心とする半径 𝜀（0 < 𝜀 < 1）の円の内部を𝐷から 

除いた領域を𝐷𝜀とする. 

 

（１）与式 = lim
𝜀→+0

∬
𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷𝜀

 

極座標に変換すると, 領域𝐷𝜀は次の不等式で 

表すことができる. 

𝜀 ≦ 𝑟 ≦ 1,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

2
 

したがって 

与式 = lim
𝜀→+0

∫ {∫
𝑟 sin 𝜃

√𝑟2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

1

𝜀

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= lim
𝜀→+0

∫ {∫ 𝑟 sin 𝜃  𝑑𝑟
1

𝜀

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= lim
𝜀→+0

∫ cos 𝜃 [
1

2
𝑟2]

𝜀

1

𝑑𝜃

𝜋
2

0

 



=
1

2
lim

𝜀→+0
∫ cos 𝜃 (1 − 𝜀2)𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

=
1

2
lim

𝜀→+0
(1 − 𝜀2) ∫ cos 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

=
1

2
lim

𝜀→+0
(1 − 𝜀2) [

~
sin 𝜃

 
]

0

𝜋
2

 

=
1

2
lim

𝜀→+0
(1 − 𝜀2)(1 − 0) 

=
1

2
∙ 1 ∙ 1 =

𝟏

𝟐
 

（２）与式 = lim
𝜀→+0

∬
1

√𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷𝜀

 

極座標に変換すると, 領域𝐷𝜀は次の不等式で 

表すことができる. 

𝜀 ≦ 𝑟 ≦ 1, 0 ≦ 𝜃 ≦ 𝜋 

したがって 

与式 = lim
𝜀→+0

∫ {∫
1

√𝑟2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

1

𝜀

} 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= lim
𝜀→+0

∫ {∫ 𝑑𝑟
1

𝜀

} 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= lim
𝜀→+0

∫ [

~
𝑟
 

]
𝜀

1

𝑑𝜃
𝜋

0

 

= lim
𝜀→+0

∫ (1 − 𝜀)𝑑𝜃
𝜋

0

 

= lim
𝜀→+0

{(1 − 𝜀) [

~
𝜃
 

]
0

𝜋

} 

= (1 − 0) ∙ 𝜋 = 𝝅 

 

問６ 

（１）与式 = ∫ {∫
1

(𝑥 + 2)2(𝑦 + 1)2
𝑑𝑥

𝑎

0

} 𝑑𝑦
𝑎

0

 

= ∫ {
1

(𝑦 + 1)2
∫

1

(𝑥 + 2)2
𝑑𝑥

𝑎

0

} 𝑑𝑦
𝑎

0

 

= ∫
1

(𝑦 + 1)2
[−

1

𝑥 + 2
]

0

𝑎

𝑑𝑦
𝑎

0

 

= ∫
1

(𝑦 + 1)2
(−

1

𝑎 + 2
+

1

2
) 𝑑𝑦

𝑎

0

 

= (
1

2
−

1

𝑎 + 2
) ∫

1

(𝑦 + 1)2
𝑑𝑦

𝑎

0

 

= (
1

2
−

1

𝑎 + 2
) [−

1

𝑦 + 1
]

0

𝑎

 

= (
1

2
−

1

𝑎 + 2
) (−

1

𝑎 + 1
+ 1) 

= (
𝟏

𝟐
−

𝟏

𝒂 + 𝟐
) (𝟏 −

𝟏

𝒂 + 𝟏
) 

（２）与式 = lim
𝑎→∞

∬
1

(𝑥 + 2)2(𝑦 + 1)2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷𝑎

 

= lim
𝑎→∞

(
1

2
−

1

𝑎 + 2
) (1 −

1

𝑎 + 1
)  ※（１）より 

= (
1

2
− 0) (1 − 0) =

𝟏

𝟐
 

 

問７ 

（１）極座標に変換すると, 領域𝐷𝑎は次の不等式で 

表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 𝑎,  0 ≦ 𝜃 ≦ 𝜋 

したがって 

与式 = ∫ {∫
1

(𝑟2 + 1)2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

𝑎

0

} 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= ∫ {∫
𝑟

(𝑟2 + 1)2
𝑑𝑟

𝑎

0

} 𝑑𝜃
𝜋

0

 

ここで,   ∫
𝑟

(𝑟2 + 1)2
𝑑𝑟

𝑎

0

について,   𝑡 = 𝑟2 + 1 とおくと 

𝑑𝑡 = 2𝑟𝑑𝑟より,   𝑟𝑑𝑟 =
1

2
𝑑𝑡 

また, 𝑟と𝑡の対応は 

𝑟 0 → 𝑎 

𝑡 1 → 𝑎2 + 1 

よって 

∫
𝑟

(𝑟2 + 1)2
𝑑𝑟

𝑎

0

= ∫
1

𝑡2
∙

1

2
𝑑𝑡

𝑎2+1

1

 

=
1

2
[−

1

𝑡
]

1

𝑎2+1

 

=
1

2
{−

1

𝑎2 + 1
− (−1)} 

=
1

2
(1 −

1

𝑎2 + 1
) 

したがって 

与式 = ∫ {
1

2
(1 −

1

𝑎2 + 1
)} 𝑑𝜃

𝜋

0

 

=
1

2
(1 −

1

𝑎2 + 1
) ∫ 𝑑𝜃

𝜋

0

 

=
1

2
(1 −

1

𝑎2 + 1
) [

~
𝜃
 

]
0

𝜋

 

=
1

2
(1 −

1

𝑎2 + 1
) ∙ 𝜋 =

𝝅

𝟐
(𝟏 −

𝟏

𝒂𝟐 + 𝟏
) 



（２）与式 = lim
𝑎2→∞

{
𝝅

𝟐
(𝟏 −

𝟏

𝒂𝟐 + 𝟏
)} 

=
𝜋

2
(1 − 0) =

𝝅

𝟐
 

 

問８ 

𝑥 = √2𝑡より, 𝑑𝑥 = √2𝑑𝑡 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 −∞ → ∞ 

𝑡 −∞ → ∞ 

よって 

与式 = ∫ 𝑒−
(√2𝑡)

2

2 ∙ √2𝑑𝑡
∞

−∞

 

= √2 ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

−∞

 

= √2 ∙ 2 ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

∞

0

 ※𝑒−𝑡2
が偶関数 

= 2√2 ∙
√𝜋

2
 ※例題 5 より 

= √𝟐𝝅 

 

問９ 

𝑧 = 4 − 𝑥2について 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −2𝑥 ,   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

よって, 求める面積を𝑆とすると 

𝑆 = ∬ √(−2𝑥)2 + 02 + 1𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

= ∫ {∫ √4𝑥2 + 1𝑑𝑦
𝑥

0

} 𝑑𝑥
2

0

 

= ∫ √4𝑥2 + 1 [

~
𝑦
 

]
0

𝑥2

0

 

= ∫ 𝑥√4𝑥2 + 1𝑑𝑥
2

0

 

4𝑥2 + 1 = 𝑡とおくと, 8𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

すなわち,   𝑥𝑑𝑥 =
1

8
𝑑𝑡 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 0 → 2 

𝑡 1 → 17 

よって 

𝑆 = ∫ √𝑡 ∙
1

8
𝑑𝑡

17

1

 

=
1

8
[
2

3
𝑡√𝑡]

1

17

 

=
1

12
(17√17 − 1) =

𝟏𝟕√𝟏𝟕 − 𝟏

𝟏𝟐
 

 

問 10 

𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2について 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

2√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
∙ (−2𝑥) = −

𝑥

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

1

2√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
∙ (−2𝑦) = −

𝑦

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
 

ここで 

(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)

2

+ 1 

= (−
𝑥

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
)

2

+ (−
𝑦

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
)

2

+ 1 

=
𝑥2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
+

𝑦2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
+ 1 

=
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
 

=
𝑎2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
 

よって, 求める面積を𝑆とすると 

𝑆 = ∬ √
𝑎2

𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

 

= ∬
√𝑎2

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

 

= 𝑎 ∬
1

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

 

領域𝐷′を, 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 𝑏2, 𝑥 ≧ 0, 𝑦 ≧ 0とし, 

極座標に変換すると, 領域𝐷′は次の不等式で 

表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 𝑏,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

2
 

よって 

𝑆 = 4𝑎 ∬
1

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷′
 

= 4𝑎 ∫ {∫
1

√𝑎2 − 𝑟2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

𝑏

0

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

ここで,   ∫
1

√𝑎2 − 𝑟2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

𝑏

0

について, 

𝑎2 − 𝑟2 = 𝑡とおくと 



−2𝑟𝑑𝑟 = 𝑑𝑡より,   𝑟𝑑𝑟 = −
1

2
𝑑𝑡 

また, 𝑟と𝑡の対応は 

𝑟 0 → 𝑏 

𝑡 𝑎2 → 𝑎2 − 𝑏2 

よって 

∫
1

√𝑎2 − 𝑟2
∙ 𝑟 𝑑𝑟

𝑏

0

= ∫
1

√𝑡
∙ (−

1

2
𝑑𝑡)

𝑎2−𝑏2

𝑎2
 

= −
1

2
∫

1

√𝑡
𝑑𝑡

𝑎2−𝑏2

𝑎2
 

= −
1

2
[

~
2√𝑡

 
]

𝑎2

𝑎2−𝑏2

 

= − (√𝑎2 − 𝑏2 − √𝑎2) 

= 𝑎 − √𝑎2 − 𝑏2 

したがって 

𝑆 = 4𝑎 ∬
1

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷′
 

= 4𝑎 ∫ (𝑎 − √𝑎2 − 𝑏2) 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= 4𝑎 (𝑎 − √𝑎2 − 𝑏2) ∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= 4𝑎 (𝑎 − √𝑎2 − 𝑏2) [

~
𝜃
 

]
0

𝜋
2

 

= 4𝑎 (𝑎 − √𝑎2 − 𝑏2) ∙
𝜋

2
= 𝟐𝝅𝒂 (𝒂 − √𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) 

 

問 11 

∬ 𝑓(𝑥,   𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∬ 𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

= ∫ {∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑦
𝑏

0

} 𝑑𝑥
𝑎

0

 

= ∫ 𝑥 [
1

2
𝑦2]

0

𝑏

𝑑𝑥
𝑎

0

 

=
1

2
∫ 𝑥𝑏2𝑑𝑥

𝑎

0

 

=
1

2
𝑏2 [

1

2
𝑥2]

0

𝑎

 

=
1

2
𝑏2 ∙

1

2
𝑎2 =

𝑎2𝑏2

4
 

また,   ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= 𝑎𝑏 

よって, 求める平均は 

∬ 𝑓(𝑥,   𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

𝑎2𝑏2

4
𝑎𝑏

=
𝒂𝒃

𝟒
 

 

問 12 図形が表す領域を𝐷, 重心の座標を(𝑥,   𝑦)とする. 

（１）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

領域は,   0 ≦ 𝑥 ≦
3

2
,   0 ≦ 𝑦 ≦ −2𝑥 + 3 

よって 

∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑥 𝑑𝑦
−2𝑥+3

0

} 𝑑𝑥

3
2

0

 

= ∫ 𝑥 [

~
𝑦
 

]
0

−2𝑥+3

𝑑𝑥

3
2

0

 

= ∫ 𝑥(−2𝑥 + 3)𝑑𝑥

3
2

0

 

= ∫ (−2𝑥2 + 3𝑥)𝑑𝑥

3
2

0

 

= [−
2

3
𝑥3 +

3

2
𝑥2]

0

3
2

 

= −
2

3
∙ (

3

2
)

3

+
3

2
∙ (

3

2
)

2

 

= −
9

4
+

27

8
=

9

8
 

また,   ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=
1

2
∙

3

2
∙ 3 =

9

4
 ※三角形の面積 

したがって 

𝑥 =
∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

9
8
9
4

=
1

2
 

 

また 

∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑦 𝑑𝑦
−2𝑥+3

0

} 𝑑𝑥

3
2

0

 

= ∫ [
1

2
𝑦2]

0

−2𝑥+3

𝑑𝑥

3
2

0

 



=
1

2
∫ (−2𝑥 + 3)2𝑑𝑥

3
2

0

 

=
1

2
∫ (4𝑥2 − 12𝑥 + 9)𝑑𝑥

3
2

0

 

=
1

2
[
4

3
𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥]

0

3
2

 

=
1

2
{

4

3
∙ (

3

2
)

3

− 6 ∙ (
3

2
)

2

+ 9 ∙
3

2
} 

=
1

2
(

18

4
−

27

2
+

27

2
) 

=
1

2
∙

9

2
=

9

4
 

また,   ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=
1

2
∙

3

2
∙ 3 =

9

4
 ※三角形の面積 

したがって 

𝑦 =
∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

9
4
9
4

= 1 

したがって,   求める重心の座標は,   (
𝟏

𝟐
 ,   𝟏) 

 

（２）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

領域𝐷は, 𝑥軸に対して対称だから, 𝑦 = 0 

領域は,   − 2 ≦ 𝑥 ≦ 2,   0 ≦ 𝑦 ≦ 4 − 𝑥2 

以上より 

∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑦 𝑑𝑦
4−𝑥2

0

} 𝑑𝑥
2

−2

 

= ∫ [
1

2
𝑦2]

0

4−𝑥2

𝑑𝑥
2

−2

 

=
1

2
∫ (4 − 𝑥2)2𝑑𝑥

2

−2

 

※被積分関数が偶関数 

=
1

2
∙ 2 ∫ (16 − 8𝑥2 + 𝑥4)𝑑𝑥

2

0

 

= [16𝑥 −
8

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5]

0

2

 

= 16 ∙ 2 −
8

3
∙ 23 +

1

5
∙ 25 

= 32 −
64

3
+

32

5
 

=
480 − 320 + 96

15
 

=
256

15
 

また 

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑑𝑦
4−𝑥2

0

} 𝑑𝑥
2

−2

 

= ∫ [

~
𝑦
 

]
0

4−𝑥2

𝑑𝑥
2

−2

 

= ∫ (4 − 𝑥2)𝑑𝑥
2

−2

 

= 2 ∫ (4 − 𝑥2)𝑑𝑥
2

0

 ※被積分関数が偶関数 

= 2 [4𝑥 −
1

3
𝑥3]

0

2

 

= 2 (8 −
8

3
) 

= 2 ∙
16

3
=

32

3
 

したがって 

𝑦 =
∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

256
15
32
3

=
8

5
 

したがって,   求める重心の座標は,   (𝟎 ,   
𝟖

𝟓
) 

 

問 12 

図形𝐷は, 直線𝑦 = 𝑥に関して対称だから, 𝑥 = 𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 

極座標に変換すると, 領域𝐷は次の不等式で 



表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 𝑎,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋

2
 

以上より 

∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= ∫ {∫ 𝑟 cos 𝜃 ∙ 𝑟 𝑑𝑟
𝑎

0

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= ∫ {cos 𝜃 ∫ 𝑟2𝑑𝑟
𝑎

0

} 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

= ∫ cos 𝜃 [
1

3
𝑟3]

0

𝑎

𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

=
1

3
𝑎3 ∫ cos 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

=
1

3
𝑎3 [

~
sin 𝜃

 
]

0

𝜋
2

 

=
1

3
𝑎3(1 − 0) =

1

3
𝑎2 

また 

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=
1

4
𝑎2𝜋 ※図形𝐷の面積 

したがって 

𝑥 =
∬ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=

1
3

𝑎3

1
4

𝑎2𝜋
=

4𝑎

3𝜋
 

𝑥 = 𝑦 =
4𝑎

3𝜋
であるから 

したがって,   求める重心の座標は,   (
𝟒𝒂

𝟑𝝅
 ,   

𝟒𝒂

𝟑𝝅
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


