
新微分積分Ⅱ改訂版 

２章 偏微分 

 

 

§1 偏微分法（p.43～p.44） 

練習問題 1-A 

1.  

𝑓𝑥(0,   0) = lim
ℎ→0

𝑓(0 + ℎ,   0) − 𝑓(0,    0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2ℎ3 + 0
ℎ2 − 0

− 0

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2ℎ3

ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2ℎ

ℎ
= 𝟐 

𝑓𝑦(0,   0) = lim
ℎ→0

𝑓(0,   0 + ℎ) − 𝑓(0,    0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

0 + ℎ3

0 − 2ℎ2 − 0

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ3

−2ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

−
ℎ
2

ℎ
= −

𝟏

𝟐
 

 

2. 

（１）𝑧 = (𝑥2 − 2𝑦3)
1
2 

𝑧𝑥 =
1

2
∙ (𝑥2 − 2𝑦3)−

1
2 ∙ 2𝑥 

=
𝒙

√𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟑
 

𝑧𝑦 =
1

2
∙ (𝑥2 − 2𝑦3)−

1
2 ∙ (−6𝑦2) 

= −
𝟑𝒚𝟐

√𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟑
 

（２）𝑧𝑥 = 𝑦𝑒𝑥−𝑦 ∙ 1 = 𝒚𝒆𝒙−𝒚 

𝑧𝑦 = 1 ∙ 𝑒𝑥−𝑦 + 𝑦𝑒𝑥−𝑦 ∙ (−1) 

= 𝑒𝑥−𝑦 − 𝑦𝑒𝑥−𝑦 

= (𝟏 − 𝒚)𝒆𝒙−𝒚 

（３）𝑧𝑥 =
1

cos(4𝑥 − 3𝑦)
∙ {− sin(4𝑥 − 3𝑦)} ∙ 4 

= −4 ∙
sin(4𝑥 − 3𝑦)

cos(4𝑥 − 3𝑦)
 

= −𝟒 𝐭𝐚𝐧(𝟒𝒙 − 𝟑𝒚) 

𝑧𝑦 =
1

cos(4𝑥 − 3𝑦)
∙ {− sin(4𝑥 − 3𝑦)} ∙ (−3) 

= 3 ∙
sin(4𝑥 − 3𝑦)

cos(4𝑥 − 3𝑦)
 

= 𝟑 𝐭𝐚𝐧(𝟒𝒙 − 𝟑𝒚) 

（４）𝑧𝑥 = 2 sin(𝑥 + 𝑦) ∙ cos(𝑥 + 𝑦) ∙ 1 − 2 sin 𝑥 ∙ cos 𝑥 

= 2 sin(𝑥 + 𝑦) cos(𝑥 + 𝑦) − 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

= 𝐬𝐢𝐧 𝟐(𝒙 + 𝒚) − 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

𝑧𝑦 = 2 sin(𝑥 + 𝑦) ∙ cos(𝑥 + 𝑦) ∙ 1 + 2 sin 𝑦 ∙ cos 𝑦 

= 2 sin(𝑥 + 𝑦) cos(𝑥 + 𝑦) + 2 sin 𝑦 cos 𝑦 

= 𝐬𝐢𝐧 𝟐(𝒙 + 𝒚) + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒚 

 

3. 

（１）𝑧𝑥 = −
𝑦

𝑥2
−

1

𝑦
= − (

𝑦

𝑥2
+

1

𝑦
) 

𝑧𝑥 =
1

𝑥
+

𝑥

𝑦2
 

よって,   𝑑𝑧 = − (
𝒚

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒚
) 𝒅𝒙 + (

𝟏

𝒙
+

𝒙

𝒚𝟐
) 𝒅𝒚 

（２）𝑧𝑥 =
1

√1 − (𝑥2 + 𝑦2)2
∙ 2𝑥 =

2𝑥

√1 − (𝑥2 + 𝑦2)2
 

𝑧𝑦 =
1

√1 − (𝑥2 + 𝑦2)2
∙ 2𝑦 =

2𝑦

√1 − (𝑥2 + 𝑦2)2
 

よって,    𝑑𝑧 =
2𝑥

√1 − (𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥 +

2𝑦

√1 − (𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑦 

=
𝟐𝒙𝒅𝒙 + 𝟐𝒚𝒅𝒚

√𝟏 − (𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐
 

 

4. 

（１）𝑧𝑥 = 8𝑥, 𝑧𝑦 = −2𝑦 

よって, 点(1,   2,   0)における接平面の方程式は 

𝑧 − 0 = 8 ∙ 1 ∙ (𝑥 − 1) + (−2) ∙ 2 ∙ (𝑦 − 2) 

整理して 

𝑧 = 8𝑥 − 8 − 4𝑦 + 8 

𝟖𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝒛 = 𝟎 

（２）𝑧𝑥 =
1

3 − 𝑥2 − 𝑦2
∙ (−2𝑥) 

= −
2𝑥

3 − 𝑥2 − 𝑦2
 



𝑧𝑦 =
1

3 − 𝑥2 − 𝑦2
∙ (−2𝑦) 

= −
2𝑦

3 − 𝑥2 − 𝑦2
 

よって, 点(−1,   1,   0)における接平面の方程式は 

𝑧 − 0 = −
2 ∙ (−1)

3 − (−1)2 − 12
(𝑥 + 1) −

2 ∙ 1

3 − (−1)2 − 12
(𝑦 − 1) 

整理して 

𝑧 = −
−2𝑥 − 2

3 − 1 − 1
−

2𝑦 − 2

3 − 1 − 1
 

𝑧 =
2𝑥 + 2

1
+

−2𝑦 + 2

1
 

𝑧 = 2𝑥 + 2 − 2𝑦 + 2 

𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝒛 = −𝟒 

（３）𝑧𝑥 = − sin(2𝑥 − 𝑦) ∙ 2 = −2 sin(2𝑥 − 𝑦) 

𝑧𝑦 = − sin(2𝑥 − 𝑦) ∙ (−1) = sin(2𝑥 − 𝑦) 

𝑥 = −
𝜋

4
 ,   𝑦 = 2𝜋のとき 

𝑧 = cos (−
𝜋

2
− 2𝜋) = cos (−

𝜋

2
) = 0 

また 

𝑧𝑥 = −2 sin (−
𝜋

2
− 2𝜋) 

= −2 sin (−
𝜋

2
) = −2 {− sin (

𝜋

2
)} = 2 

𝑧𝑦 = sin (−
𝜋

2
− 2𝜋) 

= sin (−
𝜋

2
) = − sin (

𝜋

2
) = −1 

であるから, 求める接平面の方程式は 

𝑧 − 0 = 2 (𝑥 +
𝜋

4
) − 1(𝑦 − 2𝜋) 

整理して 

𝑧 = 2𝑥 +
𝜋

2
− 𝑦 + 2𝜋 

𝟐𝒙 − 𝒚 − 𝒛 = −
𝟓

𝟐
𝝅 

 

5. 

（１）
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

=
1

𝑦 + 1
∙

1

𝑡
+ (−

𝑥

(𝑦 + 1)2
) ∙ 𝑒𝑡 

=
1

(𝑦 + 1)𝑡
−

𝑥𝑒𝑡

(𝑦 + 1)2
 

=
𝟏

𝒕(𝒆𝒕 + 𝟏)
−

𝒆𝒕 𝐥𝐨𝐠 𝒕

(𝒆𝒕 + 𝟏)𝟐
 

（２）𝑧 =
log 𝑡

𝑒𝑡 + 1
 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

1
𝑡

(𝑒𝑡 + 1) − log 𝑡 ∙ 𝑒𝑡

(𝑒𝑡 + 1)2
 

=

1
𝑡

(𝑒𝑡 + 1)

(𝑒𝑡 + 1)2
−

𝑒𝑡 log 𝑡

(𝑒𝑡 + 1)2
 

=
𝟏

𝒕(𝒆𝒕 + 𝟏)
−

𝒆𝒕 𝐥𝐨𝐠 𝒕

(𝒆𝒕 + 𝟏)𝟐
 

 

6. 

𝑧𝑢 = 𝑧𝑥𝑥𝑢 + 𝑧𝑦𝑦𝑢 

= 2𝑥𝑦2 ∙ 3 + 2𝑥2𝑦 ∙ 1 

= 6𝑥𝑦2 + 2𝑥2𝑦 

= 𝟐𝒙𝒚(𝒙 + 𝟑𝒚) 

 

𝑧𝑣 = 𝑧𝑥𝑥𝑣 + 𝑧𝑦𝑦𝑣  

= 2𝑥𝑦2 ∙ (−1) + 2𝑥2𝑦 ∙ 2 

= −2𝑥𝑦2 + 4𝑥2𝑦 

= 𝟐𝒙𝒚(𝟐𝒙 − 𝒚) 

 

練習問題 1-B 

1. 

𝑓(0,   0)が点(0,   0)で連続であるための条件は, 

lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

𝑓(𝑥,   𝑦)が存在し, lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

𝑓(𝑥,   𝑦) = 0 

となることである. 

ここで,  

lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

𝑓(𝑥,   𝑦) = lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

cos−1 (
𝑥3 + 𝑦3

2𝑥2 + 2𝑦2
)を 

調べるために,   まず lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

𝑥3 + 𝑦3

2𝑥2 + 2𝑦2
を考える. 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃とおくと,  

(𝑥,   𝑦) → (0,   0)のとき, 𝑟 → 0であるから 

lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

𝑥3 + 𝑦3

2𝑥2 + 2𝑦2
= lim

𝑟→0

(𝑟 cos 𝜃)3 + (𝑟 sin 𝜃)3

2(𝑟 cos 𝜃)2 + 2(𝑟 sin 𝜃)2
 

= lim
𝑟→0

𝑟3(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)

2𝑟2(cos2 𝜃 + sin2 𝜃)
 



= lim
𝑟→0

𝑟3(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)

2𝑟2
 

= lim
𝑟→0

𝑟(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)

2
 

0 ≦ |cos3 𝜃 + sin3 𝜃| ≦ 1より 

0 ≦ |
𝑟(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)

2
| ≦ |

𝑟

2
| =

𝑟

2
 

ここで,   lim
𝑟→0

𝑟

2
= 0 であるから,   

 lim
𝑟→0

𝑟(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)

2
= 0 

以上より 

lim
(𝑥,   𝑦)→(0,   0)

cos−1 (
𝑥3 + 𝑦3

2𝑥2 + 2𝑦2
) = cos−1 0 =

𝜋

2
 

したがって,   𝑓(0,   0) =
𝜋

2
であれば,   𝑓(𝑥,   𝑦)は, 

点(0,   0)で連続となる.   よって,   𝒌 =
𝝅

𝟐
 

 

2. 

（１）𝑧𝑥 = 2𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑧𝑦 = 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑦 

よって 

左辺 = 𝑥(2𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) + 𝑦(𝑏𝑥 + 2𝑐𝑦) 

= 2𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑏𝑥𝑦 + 2𝑐𝑦2 

= 2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2) 

= 2𝑧 = 右辺 

（２）与えられた等式の両辺を𝑡で偏微分すると 

𝑓𝑥(𝑡𝑥,   𝑡𝑦)
𝜕

𝜕𝑡
(𝑡𝑥) + 𝑓𝑦(𝑡𝑥,   𝑡𝑦)

𝜕

𝜕𝑡
(𝑡𝑦) = 𝑛𝑡𝑛−1𝑓(𝑥,   𝑦) 

𝑥𝑓𝑥(𝑡𝑥,   𝑡𝑦) + 𝑦𝑓𝑦(𝑡𝑥,   𝑡𝑦) = 𝑛𝑡𝑛−1𝑓(𝑥,   𝑦) 

であるから, ここで, 𝑡 = 1とおけば 

𝑥𝑓𝑥(𝑥,   𝑦) + 𝑦𝑓𝑦(𝑥,   𝑦) = 𝑛𝑡𝑛−1𝑓(𝑥,   𝑦) 

すなわち, 𝑥𝑧𝑥 + 𝑦𝑧𝑦 = 𝑛𝑧 

 

3. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

1

𝑥2
𝑓(𝑢) +

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) ∙ (−

𝑦

𝑥2
) 

= −
1

𝑥2
𝑓(𝑢) −

𝑦

𝑥3

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) ∙

1

𝑥
 

=
1

𝑥2

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) 

よって 

左辺 = 𝑥 (−
1

𝑥2
𝑓(𝑢) −

𝑦

𝑥3

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢)) + 𝑦 ∙

1

𝑥2

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) + 𝑧 

= −
1

𝑥
𝑓(𝑢) −

𝑦

𝑥2

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) +

𝑦

𝑥2

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) +

1

𝑥
𝑓(𝑢) 

= 0 = 右辺 

 

4. 

𝑇 = 2𝜋√
𝑙

𝑔
 より 

𝜕𝑇

𝜕𝑙
= 2𝜋√

1

𝑔
∙

1

2√𝑙
 

=
𝜋

√𝑔𝑙
 

𝜕𝑇

𝜕𝑔
= 2𝜋√𝑙 ∙ (−

1

2𝑔√𝑔
) 

= −
𝜋

𝑔
√

𝑙

𝑔
 

よって,   ∆𝑇 ≒
𝜕𝑇

𝜕𝑡
∆𝑙 +

𝜕𝑇

𝜕𝑦
∆𝑔 

=
𝜋

√𝑔𝑙
∆𝑙 −

𝜋

𝑔
√

𝑙

𝑔
∆𝑔 

したがって 

∆𝑇

𝑇
≒ (

𝜋

√𝑔𝑙
∆𝑙 −

𝜋

𝑔
√

𝑙

𝑔
∆𝑔) ×

1

2𝜋√
𝑙
𝑔

 

=
1

2
(

1

√𝑔𝑙
∆𝑙 −

1

𝑔
√

𝑙

𝑔
∆𝑔) × √

𝑔

𝑙
 

=
1

2
(

∆𝑙

𝑙
−

∆𝑔

𝑔
) 

すなわち,   
∆𝑇

𝑇
≒

1

2
(

∆𝑙

𝑙
−

∆𝑔

𝑔
) 

【別解】 

𝑇 = 2𝜋√
𝑙

𝑔
の両辺の対数をとると 

log 𝑇 = log (2𝜋√
𝑙

𝑔
) 

= log 2𝜋 + log √𝑙 − log √𝑔 

= log 2𝜋 +
1

2
log 𝑙 −

1

2
log 𝑔 



両辺の全微分をとると 

𝑑𝑇

𝑇
=

1

2

𝑑𝑡

𝑙
−

1

2

𝑑𝑡

𝑔
 

∆𝑙, ∆𝑔は微小であるから 

∆𝑇

𝑇
≒

1

2

∆𝑙

𝑙
−

1

2

∆𝑔

𝑔
=

1

2
(

∆𝑙

𝑙
−

∆𝑔

𝑔
) 

 

5. 

（１）𝑓𝑥(0,   𝑦) = lim
ℎ→0

𝑓(0 + ℎ,   𝑦) − 𝑓(0,   𝑦)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

|𝑥𝑦| − |0 ∙ 𝑦|

ℎ
 

= lim
ℎ→0

|ℎ𝑦|

ℎ
 

𝑥𝑦 ≠ 0より, ℎ𝑦 ≠ 0であるから, この極限値は 

存在しない. 

𝑓𝑦(𝑥,   0) = lim
ℎ→0

𝑓(0,   0 + 𝑦) − 𝑓(𝑥,   0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

|𝑥ℎ| − |𝑥 ∙ 0|

ℎ
 

= lim
ℎ→0

|𝑥ℎ|

ℎ
 

𝑥𝑦 ≠ 0より, 𝑥ℎ ≠ 0であるから, この極限値は 

存在しない. 

（２）𝑓𝑥(0,   0) = lim
ℎ→0

𝑓(0 + ℎ,   0) − 𝑓(0,   0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

|ℎ ∙ 0| − |0 ∙ 0|

ℎ
 

= lim
ℎ→0

0

ℎ
= 0 

𝑓𝑦(0,   0) = lim
ℎ→0

𝑓(0,   0 + ℎ) − 𝑓(0,   0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

|0 ∙ ℎ| − |0 ∙ 0|

ℎ
 

= lim
ℎ→0

0

ℎ
= 0 

よって, 点(0,   0)における偏微分係数はいずれも 

存在し, その値は 0 である. 

 

∆𝑧 = 𝑓(0 + ∆𝑥,   0 + ∆𝑦) − 𝑓(0,   0) 

= 𝑓𝑥(0,   0)∆𝑥 + 𝑓𝑦(0,   0)∆𝑦 + 𝜀とすると 

|∆𝑥∆𝑦| − 0 = 0 ∙ ∆𝑥 + 0 ∙ ∆𝑦 + 𝜀より, 𝜀 = |∆𝑥∆𝑦| 

 

ここで,   lim
(∆𝑥,   ∆𝑦)→(0,   0)

𝜀

√(∆𝑥)2 + (∆𝑦)2
について調べる. 

∆𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, ∆𝑦 = 𝑟 sin 𝜃とおくと,  

(∆𝑥,   ∆𝑦) → (0,   0)のとき, 𝑟 → 0であるから 

lim
(∆𝑥,   ∆𝑦)→(0,   0)

𝜀

√(∆𝑥)2 + (∆𝑦)2
 

= lim
(∆𝑥,   ∆𝑦)→(0,   0)

|∆𝑥∆𝑦|

√(∆𝑥)2 + (∆𝑦)2
 

= lim
𝑟→0

|𝑟 cos 𝜃 ∙ 𝑟 sin 𝜃|

√(𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑟 sin 𝜃)2
 

= lim
𝑟→0

𝑟2|cos 𝜃 sin 𝜃|

𝑟√cos2 𝜃 + sin2 𝜃
 

= lim
𝑟→0

𝑟|cos 𝜃 sin 𝜃| 

0 ≦ |cos 𝜃 sin 𝜃| = |
sin 2𝜃

2
| ≦

1

2
より 

0 ≦ 𝑟|cos 𝜃 sin 𝜃| ≦
𝑟

2
 

ここで,   lim
𝑟→0

𝑟

2
= 0 であるから,   lim

𝑟→0
𝑟|cos 𝜃 sin 𝜃| = 0 

すなわち,   lim
(∆𝑥,   ∆𝑦)→(0,   0)

𝜀

√(∆𝑥)2 + (∆𝑦)2
= 0 となるので, 

𝑓(𝑥,   𝑦)は, (0,   0)で全微分可能である. 

 

 


