
新微分積分Ⅱ改訂版 

１章 関数の展開 

 

 

§1 関数の展開（p.27～p.28） 

練習問題 1-A 

1. 

（１）𝑓(𝑥) = log 𝑥とおく. 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 

これより, 𝑥 = 1における１次近似式は 

𝑓(1) + 𝑓′(1)(𝑥 − 1) = log 1 +
1

1
(𝑥 − 1) 

= 0 + (𝑥 − 1) 

= 𝑥 − 1 

よって, 𝒙 − 𝟏 

 

（２）𝑓(𝑥) = sin 2𝑥とおく. 

𝑓′(𝑥) = 2 cos 2𝑥 

これより,   𝑥 =
𝜋

2
における１次近似式は 

𝑓 (
𝜋

2
) + 𝑓′ (

𝜋

2
) (𝑥 −

𝜋

2
) = sin 𝜋 + 2 cos 𝜋 ∙ (𝑥 −

𝜋

2
) 

= 0 + 2 ∙ (−1) ∙ (𝑥 −
𝜋

2
) 

= −2 (𝑥 −
𝜋

2
) 

よって,   − 𝟐 (𝒙 −
𝝅

𝟐
) 

 

（３）𝑓(𝑥) = tan 𝑥とおく. 

𝑓′(𝑥) =
1

cos2 𝑥
 

これより, 𝑥 = 0における１次近似式は 

𝑓(0) + 𝑓′(0)(𝑥 − 0) = tan 0 +
1

cos2 0
∙ 𝑥 

= 0 +
1

1
∙ 𝑥 = 𝑥 

よって, 𝒙 

 

（４）𝑓(𝑥) = √𝑒𝑥 = 𝑒
𝜋

2とおく. 

𝑓′(𝑥) =
1

2
𝑒

𝜋
2 =

1

2
√𝑒𝑥 

これより, 𝑥 = 0における１次近似式は 

𝑓(0) + 𝑓′(0)(𝑥 − 0) = √𝑒0 +
1

2
√𝑒0(𝑥 − 0) 

= 1 +
1

2
𝑥 

よって,   𝟏 +
𝟏

𝟐
𝒙 

 

2. 

（１）𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥)
1

2であるから 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(1 − 𝑥)−

1
2 ∙ (−1) 

= −
1

2
(1 − 𝑥)−

1
2 

𝑓′′(𝑥) = −
1

2
{−

1

2
(1 − 𝑥)−

3
2} ∙ (−1) 

= −
1

4
(1 − 𝑥)−

3
2 

これより, 𝑥 = 0における２次近似式は 

𝑓(0) + 𝑓′(0)(𝑥 − 0) +
𝑓′′(0)

2
(𝑥 − 0)2 

= √1 − 0 −
1

2
(1 − 𝑥)−

1
2(𝑥 − 0) −

1

2
∙

1

4
(1 − 0)−

3
2(𝑥 − 0)2 

= 1 −
1

2
𝑥 −

1

8
𝑥2 

よって,   𝟏 −
𝟏

𝟐
𝒙 −

𝟏

𝟖
𝒙𝟐 

（２）√0.8 = √1 − 0.2と考えると 

√0.8 = √1 − 0.2 ≒  1 −
1

2
∙ 0.2 −

1

8
(0.2)2 

= 1 − 0.1 −
1

8
∙ 0.04 

= 1 − 0.1 − 0.005 = 𝟎. 𝟖𝟗𝟓 

 

3. 

（１）𝑓′(𝑥) = 1 ∙ log 𝑥 + (𝑥 + 1) ∙
1

𝑥
− 2𝑥 

= log 𝑥 + 1 +
1

𝑥
− 2𝑥 



よって 

𝑓′(1) = log 1 + 1 +
1

1
− 2 ∙ 1 

= 0 + 1 + 1 − 2 = 0 

（２）𝑓′′(𝑥) =
1

𝑥
−

1

𝑥2
− 2 

これより 

𝑓′′(1) =
1

1
−

1

12
− 2 

= 1 − 1 − 2 = −2 < 0 

よって, 𝑓(𝑥)は𝒙 = 𝟏で極大値をとる. 

 

4. 

（１） lim
𝑛→∞

𝑛2 + 2𝑛 + 3

𝑛 + 2𝑛2
= lim

𝑛→∞

1 +
2
𝑛

+
3

𝑛2

1
𝑛

+ 2
 

=
1 + 0 + 0

0 + 2
=

1

2
 

よって,   数列は収束し,   極限値は
𝟏

𝟐
 

（２） lim
𝑛→∞

(√2𝑛 + 1 − √2𝑛)√𝑛 

= lim
𝑛→∞

(√2𝑛 + 1 − √2𝑛)(√2𝑛 + 1 + √2𝑛)√𝑛

√2𝑛 + 1 + √2𝑛
 

= lim
𝑛→∞

(2𝑛 + 1 − 2𝑛)√𝑛

√2𝑛 + 1 + √2𝑛
 

= lim
𝑛→∞

√𝑛

√2𝑛 + 1 + √2𝑛
 

= lim
𝑛→∞

1

√2 +
1
𝑛

+ √2

 

=
1

√2 + 0 + √2
=

1

2√2
 

よって,   数列は収束し,   極限値は
𝟏

𝟐√𝟐
 

（３）
3𝑛

√5𝑛
= (

3

√5
)

𝑛

より,   この数列は等比数列であり, 

公比は,   
3

√5
> 1 であるから,  

この数列は∞に発散する. 

（４）この数列は等比数列であり,  

公比は,   − 1 <
2

1 + √2
< 1 であるから, 

この数列は収束し, 極限値は 0 

5. 

与えられた等比級数の公比は,   −
2

3
であり, 

−1 < −
2

3
< 1 より,   この級数は収束し,   その和は 

1
3

1 − (−
2
3

)
=

1
3
5
3

=
𝟏

𝟓
 

 

6. 

（１）𝑓(𝑥) = sin
𝑥

2
とすると,   𝑓(0) = 0 

𝑓′(𝑥) =
1

2
cos

𝑥

2
より,   𝑓′(0) =

1

2
 

𝑓′′(𝑥) = −
1

22
sin

𝑥

2
より,   𝑓′′(0) = 0 

𝑓′′′(𝑥) = −
1

23
cos

𝑥

2
より,   𝑓′′′(0) = −

1

23
 

𝑓(4)(𝑥) =
1

24
sin

𝑥

2
より,   𝑓(4)(0) = 0 

よって 

𝑓(2𝑛)(0) = 0 

𝑓(2𝑛+1)(0) =
(−1)𝑛

22𝑛+1
 

したがって 

sin
𝑥

2
=

1

2
𝑥 −

1

23
∙

1

3!
𝑥3 +

1

25
∙

1

5!
𝑥5 − ⋯ 

⋯ +
(−1)𝑛

22𝑛+1
∙

1

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 + ⋯ 

=
𝟏

𝟐
𝒙 −

𝟏

𝟑! 𝟐𝟑
𝒙𝟑 +

𝟏

𝟓! 𝟐𝟓
𝒙𝟓 − ⋯ 

⋯ +
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)! 𝟐𝟐𝒏+𝟏
𝒙𝟐𝒏+𝟏 + ⋯ 

【別解】 

sin 𝑥 = 𝑥 −
1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 − ⋯ +

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 + ⋯ 

であるから 

sin
𝑥

2
=

𝑥

2
−

1

3!
(

𝑥

2
)

3

+
1

5!
(

𝑥

2
)

5

− ⋯ 

⋯ +
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
(

𝑥

2
)

2𝑛+1

+ ⋯ 

=
𝟏

𝟐
𝒙 −

𝟏

𝟑! 𝟐𝟑
𝒙𝟑 +

𝟏

𝟓! 𝟐𝟓
𝒙𝟓 − ⋯ 



⋯ +
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)! 𝟐𝟐𝒏+𝟏
𝒙𝟐𝒏+𝟏 + ⋯ 

 

（２）𝑓(𝑥) = cos 2𝑥とすると, 𝑓(0) = 1 

𝑓′(𝑥) = −2 sin 2𝑥より, 𝑓′(0) = 0 

𝑓′′(𝑥) = −22 cos 2𝑥より, 𝑓′′(0) = −22 

𝑓′′′(0) = 23 sin 2𝑥より, 𝑓′′′(0) = 0 

𝑓(4)(𝑥) = 24 cos 2𝑥より, 𝑓(4)(0) = 24 

よって 

𝑓(2𝑛)(0) = (−1)𝑛22 

𝑓(2𝑛+1)(0) = 0 

したがって 

cos 2𝑥 = 1 − 22 ∙
1

2!
𝑥2 + 24 ∙

1

4!
𝑥4 − ⋯ 

⋯ + (−1)𝑛22𝑛 ∙
1

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 + ⋯ 

= 𝟏 −
𝟐𝟐

𝟐!
𝒙𝟐 +

𝟐𝟒

𝟒!
𝒙𝟒 − ⋯ + (−𝟏)𝒏

𝟐𝟐𝒏

(𝟐𝒏)!
𝒙𝟐𝒏 + ⋯ 

【別解】 

cos 𝑥 = 1 −
1

2!
𝑥2 +

1

4!
𝑥4 − ⋯ +

(−1)𝑛

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 + ⋯ 

であるから 

cos 2𝑥 = 1 −
1

2!
(2𝑥)2 +

1

4!
(2𝑥)4 − ⋯ 

⋯ +
(−1)𝑛

(2𝑛)!
(2𝑥)2𝑛 + ⋯ 

= 𝟏 −
𝟐𝟐

𝟐!
𝒙𝟐 +

𝟐𝟒

𝟒!
𝒙𝟒 − ⋯ + (−𝟏)𝒏

𝟐𝟐𝒏

(𝟐𝒏)!
𝒙𝟐𝒏 + ⋯ 

 

（３）𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥とすると, 𝑓(0) = 1 

𝑓′(𝑥) = 2𝑒2𝑥より,  𝑓′(0) = 2 

𝑓′′(𝑥) = 22𝑒2𝑥より,  𝑓′′(0) = 22 

𝑓′′′(𝑥) = 23𝑒2𝑥より,  𝑓′′′(0) = 23 

よって 

𝑓(𝑛)(0) = 22 

したがって 

𝑒2𝑥 = 1 + 2𝑥 + 22 ∙
1

2!
𝑥2 + 23 ∙

1

3!
𝑥3 + ⋯ 

⋯ + 2𝑛 ∙
1

𝑛!
𝑥𝑛 + ⋯ 

= 𝟏 + 𝟐𝒙 +
𝟐𝟐

𝟐!
𝒙𝟐 +

𝟐𝟑

𝟑!
𝒙𝟑 + ⋯ +

𝟐𝒏

𝒏!
𝒙𝒏 + ⋯ 

 

【別解】 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 +

1

3!
𝑥3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑛 + ⋯ 

であるから 

𝑒2𝑥 = 1 + (2𝑥) +
1

2!
(2𝑥)2 +

1

3!
(2𝑥)3 + ⋯ +

1

𝑛!
(2𝑥)𝑛 + ⋯ 

= 𝟏 + 𝟐𝒙 +
𝟐𝟐

𝟐!
𝒙𝟐 +

𝟐𝟑

𝟑!
𝒙𝟑 + ⋯ +

𝟐𝒏

𝒏!
𝒙𝒏 + ⋯ 

 

7. 

𝑦′ = 𝜆𝑒𝜆𝑥 

𝑦′′ = 𝜆2𝑒𝜆𝑥 

これらを, 与えられた等式に代入すると 

𝜆2𝑒𝜆𝑥 + 𝜆𝑒𝜆𝑥 + 𝑒𝜆𝑥 = 0 

𝑒𝜆𝑥(𝜆2 + 𝜆 + 1) = 0 

𝑒𝜆𝑥 ≠ 0であるから, 𝜆2 + 𝜆 + 1 = 0 

これを解くと 

𝜆 =
−1 ± √12 − 4 ∙ 1 ∙ 1

2 ∙ 1
 

=
−1 ± √−3

2
=

−𝟏 ± √𝟑𝒊

𝟐
 

 

練習問題 1-B 

1. 

（１）𝑓′(𝑥) = 1 − {𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 ∙ (− sin 𝑥)} 

= 1 − 𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥) 

これより, 𝑓′(0) = 1 − 𝑒0(cos 0 − sin 0) 

= 1 − 1(1 − 0) = 𝟎 

𝑓′′(𝑥) = −𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥) − 𝑒𝑥(− sin 𝑥 − cos 𝑥) 

= 2𝑒𝑥 sin 𝑥 

これより, 𝑓′′(0) = 2𝑒0 sin 0 = 𝟎 

𝑓′′′(𝑥) = 2(𝑒𝑥 sin 𝑥 + 𝑒𝑥 cos 𝑥) 

= 2𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥) 

これより, 𝑓′′′(0) = 2𝑒0(sin 0 + cos 0) = 𝟐 

 

（２）𝑓(0) = 0 − 𝑒0 cos 0 = −1であるから, 

𝑓(𝑥)の𝑥 = 0における３次近似式は 

𝑓(0) + 𝑓′(0)(𝑥 − 0) +
𝑓′′(0)

2!
(𝑥 − 0)2 +

𝑓′′′(0)

3!
(𝑥 − 0)3 

= −1 + 0 ∙ 𝑥 +
0

2!
∙ 𝑥2 +

2

3!
𝑥3 



= −1 +
1

3
𝑥3 

よって,   𝒇(𝒙) = −𝟏 +
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 + 𝒐(𝒙𝟑) 

 

（３）（２）より,   𝑓(𝑥) − 𝑓(0) = 𝑥3 (
1

3
+

𝑜(𝑥3)

𝑥3
) 

lim
𝑥→0

𝑜(𝑥3)

𝑥3
= 0 であるから,   𝑥が 0 に十分近いとき, 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)の符号は𝑥3によって決まる. 

𝑥 < 0のとき, 𝑥3 < 0であるから, 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) < 0 

𝑥 > 0のとき, 𝑥3 > 0であるから, 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) > 0 

よって, 𝑓(𝑥)は, 𝒙 = 𝟎で極値をとらない. 

 

2. 

𝑥が𝑎に十分近いとき 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) +
𝑓′′(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 + ⋯ 

⋯ +
𝑓(𝑛−1)(𝑎)

(𝑛 − 1)!
(𝑥 − 𝑎)𝑛−1 +

𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 + 𝑜(𝑥𝑛) 

が成り立つ. 

ここで, 𝑓′(𝑎) = 𝑓′′(𝑎) = ⋯ = 𝑓(𝑛−1)(𝑎) = 0 

であるから 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) =
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 + 𝑜(𝑥𝑛) 

= (𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} 

lim
𝑥→𝑎

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥−𝑎)𝑛 = 0であるから, 𝑥が𝑎に十分近ければ, 

{
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
}の符号は,   

𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
の符号で 

決まると考えてよい. 

 

（１）𝑛が奇数のとき 

i) 𝑓(𝑛)(𝑎) > 0のとき 

𝑥 < 𝑎すなわち, 𝑥 − 𝑎 < 0であれば, (𝑥 − 𝑎)𝑛 < 0 

であるから 

(𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} < 0 

すなわち, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) < 0 

𝑥 > 𝑎すなわち, 𝑥 − 𝑎 > 0であれば, (𝑥 − 𝑎)𝑛 > 0 

であるから 

 

(𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} > 0 

すなわち, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) > 0 

したがって, 𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑎で極値をとらない. 

 

ii) 𝑓(𝑛)(𝑎) < 0のとき 

𝑥 < 𝑎すなわち, 𝑥 − 𝑎 < 0であれば, (𝑥 − 𝑎)𝑛 < 0 

であるから 

(𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} > 0 

すなわち, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) > 0 

𝑥 > 𝑎すなわち, 𝑥 − 𝑎 > 0であれば, (𝑥 − 𝑎)𝑛 > 0 

であるから 

(𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} < 0 

すなわち, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) < 0 

したがって, 𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑎で極値をとらない. 

 

以上より, 𝑛が奇数のときは,  

𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑎で極値をとらない. 

 

（２）𝑛が偶数のとき, 𝑥 = 𝑎の前後で常に(𝑥 − 𝑎)𝑛 > 0 

i) 𝑓(𝑛)(𝑎) > 0のとき 

(𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} > 0 

すなわち, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) > 0であるから, 

𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑎で極小値をとる. 

 

ii) 𝑓(𝑛)(𝑎) < 0のとき 

𝑥(𝑥 − 𝑎)𝑛 {
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
+

𝑜(𝑥𝑛)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
} < 0 

すなわち, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) < 0であるから, 

𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑎で極大値をとる. 

 

3. 

（１）𝑟 > 1 のとき,   0 <
1

𝑟
< 1 であるから 

lim
𝑛→∞

2𝑟𝑛

𝑟𝑛 + 1
= lim

𝑛→∞

2𝑟𝑛 ∙
1

𝑟𝑛

(𝑟𝑛 + 1) ∙
1

𝑟𝑛

 

= lim
𝑛→∞

2

1 + (
1
𝑟

)
𝑛 



=
2

1 + 0
= 𝟐 

（２） lim
𝑛→∞

2𝑟𝑛

𝑟𝑛 + 1
= lim

𝑛→∞

2 ∙ 1𝑛

1𝑛 + 1
 

=
2

1 + 1
= 𝟏 

（３） lim
𝑛→∞

2𝑟𝑛

𝑟𝑛 + 1
=

2 ∙ 0

0 + 1
= 𝟎 

（４）𝑟 < −1 のとき,   − 1 <
1

𝑟
< 0 であるから 

lim
𝑛→∞

2𝑟𝑛

𝑟𝑛 + 1
= lim

𝑛→∞

2𝑟𝑛 ∙
1

𝑟𝑛

(𝑟𝑛 + 1) ∙
1

𝑟𝑛

 

= lim
𝑛→∞

2

1 + (
1
𝑟

)
𝑛 

=
2

1 + 0
= 𝟐 

 

4. 

A1B1 = 𝑎 × sin 30° = 𝑎 ×
1

2
=

1

2
𝑎 

B1A2 = A1B1 × cos 30° =
1

2
𝑎 ∙

√3

2
 

A2B2 = B1A2 × cos 30° =
1

2
𝑎 ∙ (

√3

2
)

2

 

B2A3 = A2B2 × cos 30° =
1

2
𝑎 ∙ (

√3

2
)

3

 

したがって 

与式 =
1

2
𝑎 +

1

2
𝑎 ∙

√3

2
+

1

2
𝑎 ∙ (

√3

2
)

2

+
1

2
𝑎 ∙ (

√3

2
)

3

+ ⋯ 

これは,   初項
1

2
𝑎 ,   公比

√3

2
の無限等比級数であり, 

|
√3

2
| < 1 であるから収束し,   その和は 

1
2

𝑎

1 −
√3
2

=
𝑎

2 − √3
 

=
𝑎(2 + √3)

(2 − √3)(2 + √3)
 

=
(2 + √3)𝑎

4 − 3
= (𝟐 + √𝟑)𝒂 

 

 

5. 

𝛼 = −1 + 𝑖 = cos
3

4
𝜋 ∙ √2 + 𝑖 sin

3

4
𝜋 ∙ √2 

= √2 (cos
3

4
𝜋 + 𝑖 sin

3

4
𝜋) 

よって 

𝛼10 = {√2 (cos
3

4
𝜋 + 𝑖 sin

3

4
𝜋)}

10

 

= (√2)
10

(cos
3

4
𝜋 + 𝑖 sin

3

4
𝜋)

10

 

= 32 {cos (
3

4
𝜋 ∙ 10) + 𝑖 sin (

3

4
𝜋 ∙ 10)} 

= 32 (cos
15

2
𝜋 + 𝑖 sin

15

2
𝜋) 

= 32 (cos
3

2
𝜋 + 𝑖 sin

3

2
𝜋) 

= 32{0 + 𝑖 ∙ (−1)} 

= 0 − 32𝑖 

よって, 𝛼10の実部は𝟎, 虚部は−𝟑𝟐 

 

 


