
新微分積分Ⅰ改訂版 

3 章 積分法  

 

 

§1 不定積分と定積分（p.99～p.100） 

練習問題 1-A 

1. 𝐶は積分定数 

（１）与式 = ∫ (𝑥 − 2 +
3

𝑥
−

1

𝑥2
) 𝑑𝑥 

= ∫ (𝑥 − 2 +
3

𝑥
− 𝑥−2) 𝑑𝑥 

=
1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 3 log|𝑥| −

1

−2 + 1
𝑥−2+1 + 𝐶 

=
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑 𝐥𝐨𝐠|𝒙| +

𝟏

𝒙
+ 𝑪 

（２）与式 = ∫ (4𝑥 − 2 +
1

4𝑥
) 𝑑𝑥 

= ∫ (4𝑥 − 2 +
1

4
∙

1

𝑥
) 𝑑𝑥 

= 2𝑥2 − 2𝑥 +
1

4
log|𝑥| + 𝐶 

= 𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 +
𝟏

𝟒
𝐥𝐨𝐠 𝒙 + 𝑪 ※√𝑥より 𝑥 ≧ 0 

（３）与式 =
𝟏

𝟔
𝒆𝟔𝒙 −

𝟏

𝟑
𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 + 𝑪 

（４）与式 =
𝟏

𝟔
𝐥𝐨𝐠|𝟔𝒙 + 𝟓| + 𝑪 

 

2. 

（１）与式 = ∫ (3𝑥3 − 6𝑥2)𝑑𝑥
2

0

 

= [
3

4
𝑥4 − 2𝑥3]

0

2

 

=
3

4
∙ 24 − 2 ∙ 23 

= 12 − 16 = −𝟒 

 

（２）与式 = ∫ (5𝑥√𝑥 − 3√𝑥 +
4

√𝑥
) 𝑑𝑥

2

1

 

= ∫ (5𝑥
3
2 − 3𝑥

1
2 + 4𝑥−

1
2) 𝑑𝑥

2

1

 

= [5 ∙
2

5
𝑥

5
2 − 3 ∙

2

3
𝑥

3
2 + 4 ∙ 2𝑥

1
2]

1

2

 

= [
~

2𝑥2√𝑥 − 2𝑥√𝑥 + 8√𝑥
~

]
1

2

 

= (2 ∙ 22√2 − 2 ∙ 2√2 + 8√2) 

  −(2 ∙ 12√1 − 2 ∙ 1√1 + 8√1) 

= (8√2 − 4√2 + 8√2) − (2 − 2 + 8) 

= 𝟏𝟐√𝟐 − 𝟖 

（３）与式 = [
1

4
𝑒4𝑥 +

1

2
sin 2𝑥]

0

𝜋
2

 

= (
1

4
𝑒2𝜋 +

1

2
sin 𝜋) − (

1

4
𝑒0 +

1

2
sin 0) 

= (
1

4
𝑒2𝜋 + 0) − (

1

4
+ 0) 

=
1

4
𝑒2𝜋 −

1

4
=

𝟏

𝟒
(𝒆𝟐𝝅 − 𝟏) 

（４）𝑥3, 𝑥は奇関数, 𝑥2, 4は偶関数であるから 

与式 = 2 ∫ (−3𝑥2 + 4)𝑑𝑥
1

0

 

= 2 [−3 ∙
1

3
𝑥3 + 4𝑥]

0

1

 

= 2(−1 + 4) 

= 2 ∙ 3 = 𝟔 

 

3. 𝐶は積分定数 

（１）与式 = ∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 52
 

=
𝟏

𝟓
𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝒙

𝟓
+ 𝑪 

（２）与式 = ∫ (
√𝑥2 + 2

𝑥√𝑥2 + 2
+

𝑥

𝑥√𝑥2 + 2
) 𝑑𝑥 

= ∫ (
1

𝑥
+

1

√𝑥2 + 2
) 𝑑𝑥 

= log|𝑥| + log |𝑥 + √𝑥2 + 2| + 𝐶 

= 𝐥𝐨𝐠 |𝒙 (𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟐)| + 𝐂 

 

（３）𝑦 =
1

√4 − 𝑥2
は偶関数であるから 

与式 = 2 ∫
𝑑𝑥

√4 − 𝑥2

√3

0

 



= 2 ∫
𝑑𝑥

√22 − 𝑥2

√3

0

 

= 2 [sin−1
𝑥

2
]

0

√3

 

= 2 (sin−1
√3

2
− sin−1 0) 

= 2 ∙
𝜋

3
=

𝟐

𝟑
𝝅 

（４）与式 = ∫
𝑑𝑥

𝑥2 + (√3)
2

1

0

 

= [
1

√3
tan−1

𝑥

√3
]

0

1

 

=
1

√3
(tan−1

1

√3
− tan−1 0) 

=
1

√3
∙

𝜋

6
=

𝝅

𝟔√𝟑
 

 

4. 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑑𝑥
1

−1

 

= 2 ∫ (𝑎𝑥2 + 𝑐)𝑑𝑥
1

0

 

= 2 [
1

3
𝑎𝑥3 + 𝑐𝑥]

0

1

 

= 2 (
1

3
𝑎 + 𝑐) 

=
2

3
𝑎 + 2𝑐 

よって,   
2

3
𝑎 + 2𝑐 = 0・・・① 

∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ (𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥)
1

−1

𝑑𝑥 

= 2 ∫ 𝑏𝑥2𝑑𝑥
1

0

 

= 2 [
1

3
𝑏𝑥3]

0

1

 

= 2 ∙
1

3
𝑏 =

2

3
𝑏 

よって,    
2

3
𝑏 = 2・・・② 

∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ (𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2)
1

−1

𝑑𝑥 

= 2 ∫ (𝑎𝑥4 + 𝑐𝑥2)𝑑𝑥
1

0

 

= 2 [
1

5
𝑎𝑥5 +

1

3
𝑐𝑥3]

0

1

 

= 2 (
1

5
𝑎 +

1

3
𝑐) 

=
2

5
𝑎 +

2

3
𝑐 

よって,   
2

5
𝑎 +

2

3
𝑐 = −8・・・③ 

②より, 𝑏 = 3 

①, ③より 

{
   𝑎 + 3𝑐 = 0      
3𝑎 + 5𝑐 = −60

 

これを解いて, 𝑎 = −45, 𝑐 = 15 

以上より, 𝒂 = −𝟒𝟓, 𝒃 = 𝟑, 𝒄 = 𝟏𝟓 

 

5. 

∫ sinh 𝑥 𝑑𝑥 = cosh 𝑥 + 𝐶の証明 

左辺 = ∫
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥 

=
1

2
∫(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)𝑑𝑥 

=
1

2
(𝑒𝑥 −

1

−1
∙ 𝑒−𝑥) + 𝐶 

=
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
+ 𝐶 

= cosh 𝑥 + 𝑐 = 右辺 

∫ cosh 𝑥 𝑑𝑥 = sinh 𝑥 + 𝐶の証明 

左辺 = ∫
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥 

=
1

2
∫(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)𝑑𝑥 

=
1

2
(𝑒𝑥 +

1

−1
∙ 𝑒−𝑥) + 𝐶 

=
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
+ 𝐶 

= sinh 𝑥 + 𝐶 = 右辺 



6. 

曲線と𝑥軸との交点を求めると 

1

2
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 𝑥 = 0 

𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥 = 0 

𝑥(𝑥2 − 𝑥 − 2) = 0 

𝑥(𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 0 

よって, 𝑥 = −1,   0,   2 

区間[−1,   0]においては, 𝑦 ≧ 0, 区間[0,   2]においては, 

𝑦 ≦ 0であるから, 求める図形の面積を𝑆とすると 

∫ (
1

2
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥 =

1

8
𝑥4 −

1

6
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 𝐶 

であるから 

𝑆 = ∫ (
1

2
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 𝑥)

0

−1

− ∫ (
1

2
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 𝑥)

2

0

 

= [
1

8
𝑥4 −

1

6
𝑥3 −

1

2
𝑥2]

−1

0

− [
1

8
𝑥4 −

1

6
𝑥3 −

1

2
𝑥2]

0

2

 

= {0 − (
1

8
+

1

6
−

1

2
)} − {(

1

8
∙ 16 −

1

6
∙ 8 −

1

2
∙ 4) − 0} 

= −
3 + 4 − 12

24
−

48 − 32 − 48

24
 

= −
−5

24
−

−32

24
 

=
5

24
+

32

24
=

𝟑𝟕

𝟐𝟒
 

 

練習問題 1-B 

1. 

左辺 = ∫ {𝑥2 − (𝛼 + 𝛽)𝑥 + 𝛼𝛽}𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 

= [
1

3
𝑥3 −

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝑥2 + 𝛼𝛽𝑥]

𝛼

𝛽

 

=
1

3
(𝛽3 − 𝛼3) −

1

2
(𝛼 + 𝛽)(𝛽2 − 𝛼2) + 𝛼𝛽(𝛽 − 𝛼) 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼){2(𝛽2 + 𝛼𝛽 + 𝛼2) − 3(𝛼 + 𝛽)2 + 6𝛼𝛽} 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼)(2𝛽2 + 2𝛼𝛽 + 2𝛼2 − 3𝑎2 − 6𝛼𝛽 − 3𝛽2 + 6𝛼𝛽) 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼)(−𝛽2 + 2𝛼𝛽 − 𝑎2) 

= −
1

6
(𝛽 − 𝛼)(𝛽2 − 2𝛼𝛽 + 𝑎2) 

= −
1

6
(𝛽 − 𝛼)(𝛽 − 𝛼)2 

= −
1

6
(𝛽 − 𝛼)3 = 右辺 

【別解】 

(𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽) = (𝑥 − 𝛼){(𝑥 − 𝛼) + (𝛼 − 𝛽)} 

= (𝑥 − 𝛼)2 + (𝛼 − 𝛽)(𝑥 − 𝛼) 

よって 

左辺 = ∫ {(𝑥 − 𝛼)2 + (𝛼 − 𝛽)(𝑥 − 𝛼)}𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 

= ∫ (𝑥 − 𝛼)2𝑑𝑥
𝛽

𝛼

+ ∫ (𝛼 − 𝛽)(𝑥 − 𝛼)𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 

= [
1

3
(𝑥 − 𝛼)3]

𝛼

𝛽

+ (𝛼 − 𝛽) [
1

2
(𝑥 − 𝛼)2]

𝛼

𝛽

 

=
1

3
(𝛽 − 𝛼)3 + (𝛼 − 𝛽) ∙

1

2
(𝛽 − 𝛼)2 

=
1

3
(𝛽 − 𝛼)3 −

1

2
(𝛽 − 𝛼)3 

= −
1

6
(𝛽 − 𝛼)3 = 右辺 

 

2. 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

は定数となるので,  

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

= 𝑘  （𝑘は定数）とおくと, 

𝑓(𝑥) = 5𝑥4 − 4𝑥3 + 2𝑥 + 𝑘であるから, 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

−1

= ∫ (5𝑡4 − 4𝑡3 + 2𝑡 + 𝑘)𝑑𝑡
1

−1

= 𝑘 

2 ∫ (5𝑡4 + 𝑘)𝑑𝑡
1

0

= 𝑘 

2 [
~

𝑡5 + 𝑘𝑡
~

]
0

1

= 𝑘 

2(1 + 𝑘) = 𝑘 

よって, 2 + 2𝑘 = 𝑘より, 𝑘 = −2 

したがって, 𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙𝟒 − 𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝟐 

 

3. 

求める２次関数を, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐とおく. 

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+1

𝑥

=
𝑑

𝑑𝑥
∫ (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑑𝑡

𝑥+1

𝑥

 

=
𝑑

𝑑𝑥
[
1

3
𝑎𝑡3 +

1

2
𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡]

𝑥

𝑥+1

 



=
𝑑

𝑑𝑥
{
1

3
𝑎(𝑥 + 1)3 +

1

2
𝑏(𝑥 + 1)2                      

+ 𝑐(𝑥 + 1) − (
1

3
𝑎𝑥3 +

1

2
𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥)} 

= 𝑎(𝑥 + 1)2 + 𝑏(𝑥 + 1) + 𝑐 − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

= 2𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏 

よって, 題意より2𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏 = 4𝑥 + 4であるから 

{
2𝑎 = 4     
𝑎 + 𝑏 = 4

 

これを解いて, 𝑎 = 2, 𝑏 = 2・・・① 

また, 𝑓(0) = 2であるから, 𝑐 = 2・・・② 

①, ②より, 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐 

 

【別解】 

求める２次関数を, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐とおく. 

また, 𝑓(𝑥)の不定積分の１つを𝐹(𝑥), すなわち 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)とすると 

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+1

𝑥

=
𝑑

𝑑𝑥
[

~
𝐹(𝑡)

~
]

𝑥

𝑥+1

 

=
𝑑

𝑑𝑥
{𝐹(𝑥 + 1) − 𝐹(𝑥)} 

=
𝑑

𝑑𝑥
𝐹(𝑥 + 1) −

𝑑

𝑑𝑥
𝐹(𝑥) 

= 𝐹′(𝑥 + 1) − 𝐹′(𝑥) 

= 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) 

= 𝑎(𝑥 + 1)2 + 𝑏(𝑥 + 1) + 𝑐 − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

以下略. 

 

 

4. 

（１）左辺 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
0

−𝑥

+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

= − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
−𝑥

0

+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

= −𝑆(−𝑥) + 𝑆(𝑥) = 右辺 

（２）𝑆(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

より,   𝑆′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

（１）より 

左辺 =
𝑑

𝑑𝑥
{𝑆(𝑥) − 𝑆(−𝑥)} 

= 𝑆′(𝑥) − 𝑆′(−𝑥) ∙ (−𝑥)′ 

= 𝑆′(𝑥) + 𝑆′(−𝑥) 

= 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = 右辺 

 

5. 

（１）0 ≦ 𝑥 ≦ 1のとき, 𝑥2 ≦ 𝑥
1

2 ≦ 𝑥0であるから 

𝑥2 ≦ √𝑥 ≦ 1 

これより, 1 + 𝑥2 ≦ 1 + √𝑥 ≦ 2となるので 

1

2
≦

1

1 + √𝑥
≦

1

1 + 𝑥2
 

（２）𝑦 =
1

2
 ,   𝑦 =

1

1 + √𝑥
 ,   𝑦 =

1

1 + 𝑥2
は,   0 ≦ 𝑥 ≦ 1 に 

おいて連続であり,  

この区間内に,    
1

2
<

1

1 + √𝑥
<

1

1 + 𝑥2
を満たす点が 

存在するので,（恒等的に等号は成り立たない） 

∫
1

2
𝑑𝑥

1

0

< ∫
1

1 + √𝑥
𝑑𝑥

1

0

< ∫
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

ここで 

∫
1

2
𝑑𝑥

1

0

=
1

2
∫ 𝑑𝑥

1

0

 

=
1

2
[
~
𝑥
~

]
0

1

=
1

2
 

∫
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= [
~

tan−1 𝑥
~

]
0

1

 

= tan−1 1 − tan−1 0 =
𝜋

4
 

以上より 

1

2
< ∫

1

1 + √𝑥
𝑑𝑥

1

0

<
𝜋

4
 

 

6. 

（１）PQ = √𝑎2 − 𝑡2であるから 

△ OPQ =
1

2
∙ OQ ∙ PQ 

=
𝟏

𝟐
𝒕√𝒂𝟐 − 𝒕𝟐 

∠BOP = 𝜃とおくと 

扇形 OPB =
1

2
𝑎2𝜃 

ここで, △ OPQにおいて, ∠OPQ = 𝜃であるから 



sin 𝜃 =
OQ

OP
=

𝑡

𝑎
 

よって,   𝜃 = sin−1
𝑡

𝑎
 

したがって,    扇形 OPB =
𝟏

𝟐
𝒂𝟐 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝒕

𝒂
 

（２）与えられた定積分は, △ OPQと扇形OPBの 

面積の和を表しているから 

与式 =
1

2
𝑡√𝑎2 − 𝑡2 +

1

2
𝑎2 sin−1

𝑡

𝑎
 

=
𝟏

𝟐
(𝒕√𝒂𝟐 − 𝒕𝟐 + 𝒂𝟐 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝒕

𝒂
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


