
新微分積分Ⅰ改訂版 

2 章 微分の応用  

 

 

§2 いろいろな応用（p.79～p.80） 

練習問題 2-A 

1. 

（１）定義域は𝑥 > 0 

𝑦′ =

1 ∙ √𝑥 − (𝑥 + 1) ∙
1

2√𝑥

(√𝑥)
2    分子分母に 2√𝑥をかける 

=
2𝑥 − 𝑥 − 1

2𝑥√𝑥
 

=
𝑥 − 1

2𝑥√𝑥
 

𝑦′′ =
1 ∙ 2𝑥

3
2 − (𝑥 − 1) ∙ 2 ∙

3
2

𝑥
1
2

(2𝑥
3
2)

2  

=
2𝑥√𝑥 − 3𝑥√𝑥 + 3√𝑥

4𝑥3
 

=
−𝑥√𝑥 + 3√𝑥

4𝑥3
 

=
−√𝑥(𝑥 − 3)

4𝑥3
 

𝑦′ = 0とすると, 𝑥 = 1 

𝑦′′ = 0とすると, 𝑥 = 3 

𝑥 = 1のときの𝑦の値は 

𝑦 =
1 + 1

√1
= 2 

𝑥 = 3のときの𝑦の値は 

𝑦 =
3 + 1

√3
=

4

√3
 

𝑦の増減表は次のようになる. 

𝑥 0 ⋯ 1 ⋯ 3 ⋯ 

𝑦′  − 0 + + + 

𝑦′′  + + + 0 − 

𝑦   2  
4

√3
  

よって 

極大値 なし 

極小値 𝟐 (𝒙 = 𝟏) 

変曲点 (𝟑,   
𝟒

√𝟑
) 

ここで,   lim
𝑥→+0

𝑥 + 1

√𝑥
= ∞であるから 

𝑥 = 0（𝑦軸）が漸近線になる. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２）𝑦′ = 1 − 2 cos 𝑥  (0 < 𝑥 < 2𝜋) 

𝑦′′ = −2 ∙ (− sin 𝑥) 

= 2 sin 𝑥 (0 < 𝑥 < 2𝜋) 

𝑦′ = 0とすると, 

cos 𝑥 =
1

2
より,   𝑥 =

𝜋

3
 ,   

5𝜋

3
 

𝑦′′ = 0とすると, (0 < 𝑥 < 2𝜋)において, 𝑥 = 𝜋 

𝑥 = 0のときの𝑦の値は 

𝑦 = 0 − 2 sin 0 = 0 

𝑥 =
𝜋

3
のときの𝑦の値は 

𝑦 =
𝜋

3
− 2 sin

𝜋

3
 

=
𝜋

3
− 2 ∙

√3

2
=

𝜋

3
− √3 

𝑥 = 𝜋のときの𝑦の値は 

𝑦 = 𝜋 − 2 sin 𝜋 = 𝜋 

𝑥 =
5𝜋

3
のときの𝑦の値は 

𝑦 =
5𝜋

3
− 2 sin

5𝜋

3
 

=
5𝜋

3
− 2 ∙ (−

√3

2
) 

=
5𝜋

3
+ √3 

𝑥 = 2𝜋のときの𝑦の値は 

𝑦 = 2𝜋 − 2 sin 2𝜋 = 2𝜋 

⤴
 ⤴ ⤵

 



𝑦の増減表は次のようになる. 

𝑥 0 ⋯ 
𝜋

3
 ⋯ 𝜋 ⋯ 

5𝜋

3
 ⋯ 2𝜋 

𝑦′  − 0 + + + 0 −  

𝑦′′  + + + 0 − − −  

𝑦 0  
𝜋

3
− √3  𝜋  

5𝜋

3
+ √3  2𝜋 

よって 

極大値 
𝟓𝝅

𝟑
+ √𝟑 (𝒙 =

𝟓𝝅

𝟑
) 

極小値 
𝝅

𝟑
− √𝟑 (𝒙 =

𝝅

𝟑
) 

変曲点 (𝝅 ,   𝝅) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（３）𝑦′ =
−2𝑥

(𝑥2 + 1)2
 

𝑦′′ =
−2 ∙ (𝑥2 + 1)2 − (−2𝑥) ∙ 2(𝑥2 + 1) ∙ 2𝑥

{(𝑥2 + 1)2}2
 

=
−2(𝑥2 + 1)2 + 8𝑥2(𝑥2 + 1)

(𝑥2 + 1)4
 

=
−2(𝑥2 + 1) + 8𝑥2

(𝑥2 + 1)3
 

=
−2𝑥2 − 2 + 8𝑥2

(𝑥2 + 1)3
 

=
6𝑥2 − 2

(𝑥2 + 1)3
 

=
6 (𝑥2 −

1
3

)

(𝑥2 + 1)3
 

𝑦′ = 0とすると, 𝑥 = 0 

𝑦′′ = 0 とすると,   𝑥 = ±
1

√3
 

𝑥 = −
1

√3
のときの𝑦の値は 

𝑦 =
1

(−
1

√3
)

2

+ 1

 

=
1

1
3

+ 1
 

=
3

4
 

𝑥 = 0のときの𝑦の値は 

𝑦 =
1

0 + 1
= 1 

𝑥 =
1

√3
のときの𝑦の値は 

𝑦 =
1

(
1

√3
)

2

+ 1

 

=
1

1
3

+ 1
 

=
3

4
 

𝑦の増減表は次のようになる. 

𝑥 ⋯ −
1

√3
 ⋯ 0 ⋯ 

1

√3
 ⋯ 

𝑦′ + + + 0 − − − 

𝑦′′ + 0 − − − 0 + 

𝑦  
3

4
  1  

3

4
  

よって 

極大値 𝟏 (𝒙 = 𝟎) 

極小値 なし 

変曲点 (±
𝟏

√𝟑
 ,   

𝟑

𝟒
) 

ここで, 

lim
𝑥→−∞

1

𝑥2 + 1
= 0 

lim
𝑥→+∞

1

𝑥2 + 1
= 0 

となるから, 𝑦 = 0（𝑥軸）が漸近線となる. 

 

 

 

 

 

 

 

 

（４）𝑦′ = 𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 ∙ (− sin 𝑥) 

= 𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥) (−
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
) 

⤴
 ⤴ ⤵

 

⤵ 

⤵ 

⤴
 ⤵

 

⤴ 



𝑦′′ = 𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥) + 𝑒𝑥(− sin 𝑥 − cos 𝑥) 

= 𝑒𝑥(cos 𝑥 − sin 𝑥 − sin 𝑥 − cos 𝑥) 

= −2𝑒𝑥 sin 𝑥  (−
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
) 

𝑦′ = 0とすると, cos 𝑥 = sin 𝑥より, 

𝑥 =
𝜋

4
 

𝑦′′ = 0とすると, sin 𝑥 = 0より, 𝑥 = 0 

𝑥 = −
𝜋

2
のときの𝑦の値は 

𝑦 = 𝑒−
𝜋
2 cos (−

𝜋

2
) = 0 

𝑥 = 0のときの𝑦の値は 

𝑦 = 𝑒0 cos 0 = 1 ∙ 1 = 1 

𝑥 =
𝜋

4
のときの𝑦の値は 

𝑦 = 𝑒
𝜋
4 cos

𝜋

4
 

=
1

√2
𝑒

𝜋
4 

𝑥 =
𝜋

2
のときの𝑦の値は 

𝑦 = 𝑒
𝜋
2 cos

𝜋

2
= 0 

𝑦の増減表は次のようになる. 

𝑥 −
𝜋

2
 ⋯ 0 ⋯ 

𝜋

4
 ⋯ 

𝜋

2
 

𝑦′  + + + 0 −  

𝑦′′  + 0 − − −  

𝑦 0  1  
1

√2
𝑒

𝜋
4  0 

よって 

極大値 
𝟏

√𝟐
𝒆

𝝅
𝟒  (𝒙 =

𝝅

𝟒
) 

極小値 なし 

変曲点 (𝟎,   𝟏) 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 𝑡の値を代入して, 表を埋める. 

（１） 

𝑡 −2 −1 0 1 2 

𝑥 −1 1 3 5 7 

𝑦 3 2 1 0 −1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２） 

𝑡 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 

𝑥 −3.375 −1 −0.125 0 0.125 1 3.375 

𝑦 2.25 1 0.25 0 0.25 1 2.25 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 

（１）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 4𝑡 − 3 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 5 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝟓

𝟒𝒕 − 𝟑
 

（２）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −3 sin 𝑡 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 3 sin2 𝑡 cos 𝑡 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
3 sin2 𝑡 cos 𝑡

−3 sin 𝑡
= − 𝐬𝐢𝐧 𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

⤴ ⤵
 

⤵ 



（３）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

1 + 𝑡2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑒−𝑡2

∙ (−2𝑡) = −2𝑡𝑒−𝑡2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
−2𝑡𝑒−𝑡2

1
1 + 𝑡2

 

= −
−2𝑡𝑒−𝑡2

∙ (1 + 𝑡2)

1
 

= −𝟐𝒕(𝟏 + 𝒕𝟐)𝒆−𝒕𝟐
 

（４）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

−2𝑡

(1 + 𝑡2)2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=

−2𝑡
(1 + 𝑡2)2

1
𝑡

 

= −
𝟐𝒕𝟐

(𝟏 + 𝒕𝟐)𝟐
 

 

4. 

（１）𝑡 = 1のとき 

𝑥 = 13 + 1 = 2 

𝑦 = 1 ∙ 𝑒1 = 𝑒 

また, 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3𝑡2 ,   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 1 ∙ 𝑒𝑡 + 𝑡𝑒𝑡 = 𝑒𝑡(1 + 𝑡) 

したがって 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝑒𝑡(1 + 𝑡)

3𝑡2
 

𝑡 = 1のとき 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑒1(1 + 1)

3 ∙ 12
=

2𝑒

3
 

したがって, 求める接線の方程式は 

𝑦 − 𝑒 =
2𝑒

3
(𝑥 − 2) 

𝑦 =
2𝑒

3
𝑥 −

4

3
𝑒 + 𝑒 

𝒚 =
𝟐𝒆

𝟑
𝒙 −

𝒆

𝟑
 

 

（２）𝑡 =
𝜋

4
のとき 

𝑥 = 2 cos
𝜋

4
+ 1 = 2 ∙

1

√2
+ 1 = 1 + √2 

𝑦 = sin
3𝜋

4
=

1

√2
 

また, 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −2 sin 𝑡 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 3 cos 3𝑡 

したがって 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
3 cos 3𝑡

−2 sin 𝑡
= −

3 cos 3𝑡

2 sin 𝑡
 

𝑡 =
𝜋

4
のとき 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

3 cos
3𝜋
4

2 sin
𝜋
4

 

= −

3 ∙ (−
1

√2
)

2 ∙
1

√2

 

=
3

2
 

したがって, 求める接線の方程式は 

𝑦 −
1

√2
=

3

2
(𝑥 − 1 − √2) 

𝑦 =
3

2
𝑥 −

3

2
−

3√2

2
+

√2

2
 

𝑦 =
3

2
𝑥 −

3

2
−

2√2

2
 

𝒚 =
𝟑

𝟐
𝒙 −

𝟑

𝟐
− √𝟐 

 

5. 

時刻𝑡における動点Pの速度を𝑣とすると 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑎𝜔 sin 𝜔𝑡 + 𝑏𝜔 cos 𝜔𝑡 

時刻𝑡における動点Pの加速度を𝛼とすると 

𝛼 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑎𝜔2 cos 𝜔𝑡 − 𝑏𝜔2 sin 𝜔𝑡 

= −𝜔2(𝑎 cos 𝜔𝑡 + 𝑏 sin 𝜔𝑡) 



= −𝜔2𝑥 

よって, 加速度𝛼は𝑥に比例する. 

 

練習問題 2-B 

1. 

（１）𝑦′ =
1

1 + 𝑥2
であるから 

左辺 = (1 + 𝑥2) ∙
1

1 + 𝑥2
= 1 = 右辺 

（２）（１）の両辺を𝑛回微分すると 

(1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+1) + C1𝑛
 (1 + 𝑥2)′𝑦(𝑛) + C2𝑛

 (1 + 𝑥2)′′𝑦(𝑛−1) 

+ C3𝑛
 (1 + 𝑥2)′′′𝑦(𝑛−2) + ⋯ + C𝑛𝑛

 (1 + 𝑥2)(𝑛+1)𝑦′ = 1′ 

(1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+1) + 𝑛 ∙ 2𝑥𝑦(𝑛) +
𝑛(𝑛 − 1)

2
∙ 2𝑦(𝑛−1) + 0 + ⋯ + 0 = 1′ 

よって 

(1 + 𝑥2)𝑦(𝑛+1) + 2𝑛𝑥𝑦(𝑛) + 𝑛(𝑛 − 1)𝑦(𝑛−1) = 0 

 

2. 

（１）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑎 sin 𝑡  ,   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏 cos 𝑡 

したがって 

左辺 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝑏 cos 𝑡

−𝑎 sin 𝑡
= −

𝑏 cos 𝑡

𝑎 sin 𝑡
 

右辺 = −
𝑏2 ∙ 𝑎 cos 𝑡

𝑎2 ∙ 𝑏 sin 𝑡
= −

𝑏 cos 𝑡

𝑎 sin 𝑡
 

よって, 左辺=右辺 

 

（２）（１）より点(𝑥0 ,   𝑦0)における接線の傾きは, 

−
𝑏2𝑥0

𝑎2𝑦0

であるから,   接線の方程式は 

𝑦 − 𝑦0 = −
𝑏2𝑥0

𝑎2𝑦0

(𝑥 − 𝑥0) 

𝑎2𝑦0(𝑦 − 𝑦0) = −𝑏2𝑥0(𝑥 − 𝑥0) 

𝑎2𝑦0𝑦 − 𝑎2𝑦0
2 = −𝑏2𝑥0𝑥 + 𝑏2𝑥0

2 

𝑏2𝑥0𝑥 + 𝑎2𝑦0𝑦 = 𝑏2𝑥0
2 + 𝑎2𝑦0

2 

𝑏2𝑥0𝑥 + 𝑎2𝑦0𝑦

𝑎2𝑏2
=

𝑏2𝑥0
2 + 𝑎2𝑦0

2

𝑎2𝑏2
 （𝑎 ≠ 0,   𝑏 ≠ 0 より） 

𝑏2𝑥0𝑥

𝑎2𝑏2
+

𝑎2𝑦0𝑦

𝑎2𝑏2
=

𝑏2𝑥0
2

𝑎2𝑏2
+

𝑎2𝑦0
2

𝑎2𝑏2
 

𝑥0𝑥

𝑎2
+

𝑦0𝑦

𝑏2
=

𝑥0
2

𝑎2
+

𝑦0
2

𝑏2
 

ここで, (𝑥0 ,   𝑦0)は楕円上の点であるから, 

問題文より 

𝑥0
2

𝑎2
+

𝑦0
2

𝑏2
= 1 

よって,   
𝑥0𝑥

𝑎2
+

𝑦0𝑦

𝑏2
= 1 

 

3. 

時刻𝑡における水の深さを𝑥(cm), 体積を𝑉(cm3)とする. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

容器と水の入った部分の円錐形は, 相似の関係に 

あるので, 水面の半径を𝑟とすると, 

15 ∶ 𝑟 = 30 ∶ 𝑥 

30𝑟 = 15𝑥 

𝑟 =
1

2
𝑥 

よって, 

𝑉 =
1

3
𝜋𝑟2𝑥 =

1

3
𝜋 ∙ (

1

2
𝑥)

2

∙ 𝑥 =
1

12
𝜋𝑥3 

すなわち,   𝑉 =
1

12
𝜋𝑥3 

この両辺を𝑡で微分すると, 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(

1

12
𝜋𝑥3) 

=
1

12
∙ 3𝜋𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

=
1

4
𝜋𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

ここで,   水面が上昇する速さは,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
であり, 

毎分20cm3の割合で水を入れるので, 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 20 であるから,   

1

4
𝜋𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 20 →

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

80

𝜋𝑥2
 

以上より, 水の深さが10cmのときの水面が 



上昇する速さは, 𝑥 = 10を代入して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

80

𝜋 ∙ 102
=

80

100𝜋
=

4

5𝜋
 

よって, 

𝟒

𝟓𝝅
（ 𝐜𝐦 分⁄ ） 

 

4. 

（１）P(𝑥,   0), Q(0,   50 − 5𝑡), OP2 + OQ2 = PQ2で 

あるから, 

𝑥2 + (50 − 5𝑡)2 = 1002 

これより 

𝑥2 = 1002 − (50 − 5𝑡)2 

= 10000 − 2500 + 500𝑡 − 25𝑡2 

= 7500 + 500𝑡 − 25𝑡2 

𝑥 > 0より 

𝑥 = √7500 + 500𝑡 − 25𝑡2 

= √25(300 + 20𝑡 − 𝑡2) 

= 𝟓√𝟑𝟎𝟎 + 𝟐𝟎𝒕 − 𝒕𝟐 

 

（２）𝑡秒後の点Pの速度を𝑣とすると 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

= 5 ∙
1

2
(300 + 20𝑡 − 𝑡2)−

1
2 ∙ (300 + 20𝑡 − 𝑡2)′ 

=
5(20 − 2𝑡)

2√300 + 20𝑡 − 𝑡2
 

=
𝟓𝟎 − 𝟓𝒕

√𝟑𝟎𝟎 + 𝟐𝟎𝒕 − 𝒕𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


