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1. 問題の背景
非線形Schrödinger 方程式

i∂tu = −1

2
∆u+ q(x)|u|p−1u (1)

について考える．U(t)fを初期値 fの解とする．U0(t)gを初期値 gの free solutionとす
る．t → ±∞のとき，U(t)f → U0(t)f±であるとする．このとき，対応S : f− 7→ f+を
散乱作用素という．
Strauss は1974年の論説 [3]のなかで，「From knowledge of the scattering operator S

and the free dynamics U0(t), we want to recover the perturbed dynamics U(t)」とい
う散乱の逆問題について考察し，2つの例を提示した．1つは非線形Klein-Gordon方
程式．もう1つは非線形Schrödinger 方程式 (1)である．この論説のなかで，Straussは
「SとU0(t)から非線形項の係数 q(x)を決定できる」と述べている．線形Schrödinger方
程式の散乱の逆問題はこれ以前から研究されているが，非線形Schrödinger方程式の散
乱の逆問題に関する研究は，Straussの結果が初めてであろう．
Straussの方法の骨格は，散乱作用素の積分表示

(Sϕ)(x) = ϕ(x)− i

∫ ∞

−∞
U0(t)q(x)|u(t, x)|p−1u(t, x) dt

において，解u(t, x)を free solution U0(t)ϕで近似するとき，ϕ(x)に小さいパラメータ
ε > 0を入れ，極限をとることである．すなわち，次の等式が成り立つことが重要で
ある．

lim
ε→0

i

εp
⟨(S − I)(εϕ), ϕ⟩L2 =

∫ ∞

−∞

∫
Rn

q(x) |U0(t)ϕ(x)|p+1 dx dt. (2)

ここで，ϕ(x)をうまくとると，q(x)の任意の点の値が取り出せる．Straussが提示した
例は，まとめると，次のようになる．非線形指数pは既知とする．このとき，散乱作用
素の「低振幅極限」から，非線形項の係数 q(x)を一意に決定できる．
「低振幅極限」の方法では，(2)の左辺の量は明らかに非線形指数pに依存する．こ
のため，「低振幅極限」を考える限り，非線形指数pは既知でなければならない．
Straussの例から30数年経つが，散乱作用素から非線形項を決定する逆問題では，「低

振幅極限」を用いた方法が（講演者の知る限り）唯一の方法であった．したがって，散
乱作用素から非線形指数pを決定する問題は未解決であった．さらに，「低振幅極限」を
用いると，小さい散乱データしか扱えないため，任意の大きさの散乱データから非線
形項を一意に決定できるかについても謎であった．
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この講演では，散乱データの「高振動極限」を用いる手法（[1]）を非線形方程式に
応用することで，散乱作用素Sから非線形指数 pと非線形項の係数 q(x)を一意に決定
できることを紹介する．この方法では，振幅を固定しているので，任意の大きさの散
乱データからpと q(x)を一意に決定できることもわかる．

2. 問題の定式化と結果
散乱の逆問題を，次の枠組みの中で考える．pと q(x)は次の仮定を満たすとする．

A.1 :n ≥ 3, p ∈ I :=

(
1 +

4

n
, 1 +

4

n− 2

)
, A.2 : q ≥ 0, q ∈ W 1,∞(Rn)(=: Q)

このとき，散乱作用素S(p, q(x)) : H1(Rn) → H1(Rn) はwell-definedであり，bounded,

homeo., isometric (=: H)となる。（[2]）．
散乱の逆問題は，散乱写像

S : I ×Q ∋ (p, q(x)) 7→ S(p, q(x)) ∈ H

の性質，とくに (1)Sの単射性，(2)S−1の連続性，(3)Sの反転公式，(4)Sの値域，につ
いて調べる問題である．
ここでは，単射性の結果について述べる．pと q(x)の再構成公式については，講演の

ときに紹介する．

A.1’: n ≥ 3, p ∈ I ′ :=

(
1 +

4

n
, 1 +

4

n− 2

)
∩
([n

2

]
, 1 +

4

n− 2

)
A.2’: q ∈ Q, q(x)は短距離型 (=: QSR)．

定理 2.1. p ∈ I ′，q ∈ Q′とする。このとき散乱写像S : I ′ ×QSR → Hは単射である．
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