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1 導入

本講演では以下のような非線形波動方程式の初期値問題を考える.
∂2
t u = u∂x(u∂xu), (t, x) ∈ (0, T ]× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R,

(1)

ここで u(t, x)は実数値未知関数である.
この方程式は第二音波と呼ばれる超流動体中の温度波を記述する方程式である.

初期値 u0について次を仮定する. ある正定数Aが存在して, 任意の x ∈ Rに対して次を満
たす.

u0(x) ≥ A. (2)

この仮定によって, 時刻 t = 0で (1)の方程式が退化しなくなるため, 強圧的な双曲型方程式と
見なすことができる. 時間局所解の存在定理を紹介する ([3]).

proposition 1 (K. Kato and S.). s > 1
2
とし, u0 ∈ C1(R) ∩ L∞(R), ∂xu0, u1 ∈ Hs(R)とする.

さらに正定数 Aがあって u0(x) ≥ A (∀x ∈ R)と仮定する. この時, 初期値問題 (1)の 時間局所
解 uは次のクラスで一意的に存在する.

u− u0 ∈
∩

j=0,1,2

Cj([0, T ];Hs−j+1(R)),

u(t, x) ≥ A/2, (t, x) ∈ [0, T ]× R.

2 主結果 (解の爆発)

第二音波の方程式の解の爆発について考える. Proposition 1を繰り返し用いて, (1)の解を延長
していくことを考えると, 解の延長 (Proposition 1を用いた解の延長)ができなくなる時刻 T に
おいて次の (A)と (B)のどちらかが起こる.

(A) lim
t↗T

∥∂tu(t)∥Hs + ∥∂xu(t)∥Hs = ∞.

または
(B) lim

t↗T
inf

[0,t]×R
u(t, x) = 0.

この講演では, (A), (B)どちらかが起きるとき解が爆発すると呼び, (A), (B)が起こる十分条件
をそれぞれ与える ([2]).
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Theorem 2. Aを正定数, s > 1
2
, ϕ ∈ Hs+1(R) として, u(t, x) は, 次を初期値に持つ (1)の解と

する.

u0(x) = A+ ϵϕ(
x

ϵ
) u1(x) = −u0(x)∂xu0(x), (3)

この時, ϵが十分小ならば, ある時刻 T が存在して次が成り立つ.

lim
t↗T

∥∂tu(t)∥Hs + ∥∂xu(t)∥Hs = ∞. (4)

Theorem 3. Aを正定数とする, (1)の初期値 u(0, x) = A+ ϕ(x) > 0, ∂tu(0, x) = u1(x)が次を
満たすとする,

ϕ ∈ Hs+1\{0}, u1 ∈ Hs,

ϕ, u1 compactな台を持つ,

u1(x)± u0(x)∂xu0(x) ≤ 0, for x ∈ R,

この時, ある時刻 T が存在して, (1)の一意解 u ∈ C1([0, T );Hs(R))が存在しある x0 ∈ Rにつ
いて limt→T u(t, x0) = 0 が成り立つ.

3 証明方針

第二音波の方程式と似た方程式 :

∂2
t u = c(u)∂x(c(u)∂xu) (5)

の初期値問題の解爆発がR. T .Glassey, J. K. Hunter, Y. Zheng ([1])によって考えられている.
しかしながら彼らは, この方程式にある定数 c1, c2があって

0 < c1 ≤ c(r) ≤ c2, r ∈ R,

という仮定を付している. この仮定に代わるアプリオリ評価を行い彼らの証明に倣ってTheorem
1は示される.

Theorem 2は, P. Zhang, Y. Zheng([4])による (5) の初期値問題の解の大域可解性定理を応
用する.
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