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この講演では昨年の第２６回松山キャンプで話した可積分な非斉次項をもつ線形微分方程式系の特殊解の

Lyapunov 数を可積分でない非斉次項をもつ場合に拡張した結果について述べる．これは李 炯宙氏の修士論文

の一結果 ([3] の定理 5.2)である．ここでは次のような変数係数の線形常微分方程式系

dx

dt
= A(t)x(t),(1)

dy

dt
= A(t)y(t) + f(t) in [t0,∞)(2)

を考察する．但し，A(t) は n 次の正方行列で，各成分は [t0,∞) で有界連続と仮定する．同様に，f(t) は

[t0,∞) で連続で，x(t), y(t) は [t0,∞) で連続的微分可能な解である．

まず，手始めに定数係数の場合を思い出すと，基本行列 etA のスペクトル分解によって，(1), (2) の一般解

の精密な漸近挙動を知ることができる (§2, Ishida-Lee [2])．ここで，etA のスペクトル分解とは

etA =
∑

λ∈σ(A)

eλt

h(λ)−1∑
j=0

tj

j!
(A − λE)jPλ

を指す．但し，σ(A) は A の固有値全体の集合，Pλ は一般固有空間 G(λ, h(λ)) = { x | (A− λE)h(λ)x = 0 }
への射影行列，h(λ) は固有値 λ の重複度をそれぞれ表す．また，初期データ x(t0) = w に対して，その度数

dw(λ) を

dw(λ) =

{
0 if Pλw = 0,

k if (A − λE)k−1Pλw 6= 0, (A − λE)kPλw = 0

で定める．そのとき， (1) の初期データ x(t0) = w をもつ任意の解 x(t) について

‖x(t)‖ = const. eαttβ + o
(
eαttβ

)
(t → ∞)

が成立する．ここで，α = max
λ∈σ(A)

Re λ, β = max
λ∈σ(A)

dw(λ) である．そこで，変数係数の場合にも

lim sup
t→∞

‖A(t)‖ < ∞ のときに α の代替物として，ベクトル値関数 u : [t0,∞) → Cn の Lyapunov 数を

λ(u) = lim sup
t→∞

log ‖u(t)‖
t

と定義する．この定義は A. M. Lyapunov 自身のものではなく，O. Perron [4] に負う．勿論，a, b が定数の

とき，λ
(
eattb

)
= Re a である．さて，変数係数のときによく研究されているのは次の２つの場合である：

(i) A(t) が或る定数行列 A0 に近づく．

(ii) A(t) が対角行列に近づく．つまり， lim
t→∞

ajk(t) = 0 (j 6= k)
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(i) の場合は一昨年に李君が新潟で述べたので割愛する．(ii) の場合を考える動機は，A(t) が対角行列の場

合，A(t) = diag(a11(t), · · · , ann(t)) のときには，(1) は n 個の単独方程式 x′
j(t) = ajj(t)xj(t) になり，その

解の Lyapunov 数が直ちに

(3) λ(xj) = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re ajj(s) ds

で与えられるためである．(ii) の場合に最初に重要な結果を得たのは Perron [4] である．便宜上，以下では十

分大きな t に対して，Re a11(t) = Re a22(t) = · · · = Re ann(t) を仮定しておく．

定理１ (Satz 7 in Perron [4], p. 765). 次の２つの条件を課す．

lim
t→∞

ajk(t) = 0 if j 6= k,(4)

lim inf
t→∞

(Re ajj(t) − Re aj+1,j+1(t)) > 0.(5)

そのとき，(1) の n 個の一次独立な解 x1(t), · · · , xn(t) が存在して

(6) λ(xj) = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re ajj(s) ds.

その後，Wang-Mai [5] が条件 (5) を弱められることを示した．

定理２ (Corollary 2 in Wang-Mai [5], p. 903). a](t) = max
j 6=k

|ajk(t)| とおく．次の２つの条件を仮定する．

lim
t→∞

1
t

∫ t

t0

a](s) ds = 0,(7)

Re ajj(t) − Re aj+1,j+1(t) = 2en a](t) for large t.(8)

そのとき，(1) の n 個の一次独立な解 x1(t), · · · , xn(t) が存在して，(6) を満たす．

注意１. (7) で，特に lim
t→∞

a](t) = 0 の場合が考えられる．よって， lim
t→∞

(Re ajj(t) − Re aj+1,j+1(t)) = 0 の

ときに定理１と同じ結論が成立する場合がある．

例１ (Example 2 in Wang-Mai [5], p. 903). α > 0 として

A(t) =
[
1 + 4e t−α t−α

t−α 1

]
とする．このとき，λ(x1) = 1, λ(x2) = 1 がわかる．

非斉次系 (2) については次の結果を昨年紹介した．

定理３ (李 [3] の系 3.2). f ](t) = max
j=1,2,··· ,n

|fj(t)| とおく．条件 (7) および十分大きな t に対して次の３つの

条件を課す． ∫ ∞
f ](t) dt < ∞,(9)

Re ajj(t) − Re aj+1,j+1(t) = 2e
(
na](t) + f ](t)

)
,(10)

Re ajj(t) = a](t) + e f ](t)(11)

そのとき，(2) の n 個の一次独立な特殊解 y1(t), · · · , yn(t) が存在して

λ(yj) = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re ajj(s) ds.

注意２. (10) は (8) に対応している．しかし，定理２では余分な条件 Re ajj(t) = a](t) は要らないので，定

理３は定理２を含んでいない．後述するように，(11) は技術的なもので，本質的でない．
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次に定理３を拡張するために必要な概念を幾つか準備する．その最良の文献は Adrianova [1] である．

いま，(1) の任意の基本行列を X(t) = [x1(t), · · · , xn(t)] とし，λ(xj) (j = 1, · · · , n) と (1) の全ての解の

Lyapunov 数 µ1, · · · , µr (r 5 n) との関係を調べる．λ(xk) = µj となる k の個数を nj と表すと，等式

(12)
n∑

k=1

λ(xk) =
r∑

j=1

njµj

が成立する．以下，この値を σX で表す．

注意３. µ1, · · · , µr は A(t) で定まり，基本行列 X(t) の取り方に依らない．よって，(12) の右辺から，σX は

有限個の値をとる．

命題１ (Lyapunov の不等式, Theorem 2.5.1 in [1]). σX = lim sup
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re tr A(s) ds.

定義１. (1) の基本行列 X(t) = [x1(t), · · · , xn(t)] に対して，σX が最小値をとるとき，{x1(t), · · · , xn(t)} を
(1) の標準基底 (normal basis)という．

定義２. 極限 η := lim
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re tr A(s) ds が存在し，
n∑

k=1

λ(xk) = η となる，(1) の基本解 X(t) =

[x1(t), · · · , xn(t)] が存在するとき，(1) は（Lyapunov の意味で）正則 (regular)であるという．

主結果 (定理 5.2 in 李 [3]). 定理２の２条件 (7), (8) を仮定し，（上極限でなく）極限

lim
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re ajj(s) ds (j = 1, · · · , n)

が存在すると仮定する．このとき，非斉次項 f の可積分条件 (9) を課すことなく

(13) λ(f) < lim
t→∞

1
t

∫ t

t0

Re ann(s) ds

ならば，定理３と同じ結論が成立する．

注意４. (9) ならば，λ(f) 5 0 である．実際，λ(f) > 0 ならば，f(t) は非有界で，
∫ ∞

f ](t) dt = ∞ である．

特に，例えば ajj(t) = 2− 2enj

t
(j = 1, · · · , n) のとき，非有界な f ](t) = et を選べる．また，(11) が取り除

かれ，対角成分の差に関する条件も (10) から (8) に弱められている．

主結果は (i) の場合の或る補題を精密化したものと定理２によって示される．１つの鍵は Perron [4] による

正則系の特徴付け (Theorem 3.6.1 in [1])を援用することである．その詳細は講演時に説明する予定である．
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