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次の非線型波動方程式系の初期値問題を考える:

(1)

{
∂2

t ui − c2i ∆ui = Fi(∂u), (t, x) ∈ (0,∞) × R3,

ui(0, x) = εϕi(x), ∂tui(0, x) = εψi(x), x ∈ R3 (i = 1, . . . , N),

ただし ci > 0, ∆ =
∑3

j=1 ∂
2
j , ∂t = ∂0 = ∂/∂t, ∂j = ∂/∂xj (j = 1, 2, 3), ∂u =

(∂aui)1≤i≤N, 0≤a≤3, ε > 0とする.また,簡単のため, ϕi, ψi ∈ C∞
0 (R3,R)とし,非線型項

Fi(∂u)は ∂uに関してp次 (p ≥ 2, p ∈ Z)の斉次多項式とする.
(1)について “SDGEが成り立つ”とは,いかなる ϕi, ψi ∈ C∞

0 (R3,R)に対しても十分
小さく εを選べば (1)が時間大域解を持つことを指すものとする.ここで, p ≥ 3のとき
は任意の {ci, Fi}1≤i≤N に対してSDGEが成り立つが, p = 2のときには必ずしもSDGE
が成り立つとは限らないことが知られているため,これを踏まえて以下では p = 2とす
る.また, Fi(∂u)をFi(∂u) = F I

i (∂u) + F II
i (∂u) + F III

i (∂u)と分けて取り扱う,ただし

F I
i (∂u) =

∑
(j,k)∈{(j,k)|cj 6=ck}

3∑
a,b=0

Cab
ijk(∂auj)(∂buk) (互いに共鳴しない項),

F II
i (∂u) =

∑
(j,k)∈{(j,k)|cj=ck 6=ci}

3∑
a,b=0

Cab
ijk(∂auj)(∂buk) (線型項とは共鳴しない項),

F III
i (∂u) =

∑
(j,k)∈{(j,k)|cj=ck=ci}

3∑
a,b=0

Cab
ijk(∂auj)(∂buk) (線型項とも共鳴する項),

Cab
ijk ∈ R (1 ≤ i, j, k ≤ N , 0 ≤ a, b ≤ 3)とした. Christodoulou [1]及び Klainerman [3]
はそれぞれ独立に, F I(∂u) = {F I

i (∂u)}1≤i≤N = 0かつF II(∂u) = {F II
i (∂u)}1≤i≤N = 0の

ときにF III(∂u) = {F III
i (∂u)}1≤i≤N がある条件 (零条件と呼ばれる)を満たせばSDGEが

成り立つことを示した.その後,横山 [4]はF I(∂u), F II(∂u)に制限を課さずにSDGEが
成り立つことを示した:

定理 1 (横山 [4]). F III(∂u)が零条件を満たせばSDGEが成り立つ.

我々の目的は,上の定理の証明を再考察することにある.そのために,次の非斉次線型
波動方程式を考える:

(2)

{
∂2

t u− c2∆u = g, (t, x) ∈ (0,∞) × R3,

u(0, x) = ∂tu(0, x) = 0, x ∈ R3,

ただし c > 0とし,非斉次項 g = g(t, x)は適当なだけ滑らかなもとのする.横山 [4]が
用いた評価と我々の評価を述べるための記号を用意する.



記号. ∂ = (∂t,∇)とする.また, θ ≥ 1に対してΦθ(t) = 1 (θ > 1), = log(2 + t) (θ = 1)
とする.さらに c̃ ≥ 0, µ, ν ∈ R, k ∈ Z≥0, t ≥ 0に対して

[g(t)]k,ec,µ,ν := sup
(s,y)∈(0,t)×R3

∑
|α|≤k

|y|(1 + |y| + s)ν(1 +
∣∣|y| − c̃s

∣∣)µ|Zαg(s, y)|,

〈g(t)〉k,ec,µ,ν := sup
(s,y)∈(0,t)×R3

∑
|α|≤k

(1 + |y|)1+ν(1 +
∣∣|y| − c̃s

∣∣)µ|Zαg(s, y)|

と定める,ただし Z = (Z0, Z1, . . . , Z6) = (∂t,∇,Ω), ∇ = (∂1, ∂2, ∂3), Ω = x × ∇ と
した. また, c > 0, µ ≥ 1, ν ∈ R, (t, x) ∈ [0,∞) × R3 に対して, Dc,µ,ν(t, x) :=

Φµ(t)(1 + |x|)−1(1 +
∣∣|x| − ct

∣∣)−ν と定める.
横山 [4]は定理 1を示すために,次で与えられる重み付き L∞-L∞ 評価を用いた.

命題 2 (横山 [4]). uを (2)の解, c̃ ≥ 0, µ ≥ 1, ν ≥ 0とする.このとき,次が成り立つ:
(i) c = c̃かつ ν ≥ 1ならば |∂u(t, x)| ≤ C(Dc,µ,ν(t, x) + Dc,ν,µ(t, x))[g(t)]1,ec,µ,ν ;
(ii) c 6= c̃ならば |∂u(t, x)| ≤ CDc,µ,ν(t, x)[g(t)]1,ec,µ,ν .

これに対して我々は上の評価を改善し,定理 1を示すのに十分な次の評価を得た.

定理 3. uを (2)の解, c̃ > 0, µ ≥ 1, ν ≥ 0とする.このとき,次が成り立つ:
(i) c = c̃かつ ν ≥ 1ならば |∂u(t, x)| ≤ C(Dc,µ,ν(t, x) + Dc,ν,µ(t, x))〈g(t)〉4,ec,µ,ν .
(ii) c 6= c̃ならば |∂u(t, x)| ≤ C(Dc,µ,ν(t, x) + Dc,2,µ(t, x))〈g(t)〉4,ec,µ,ν .

命題 2 と定理 3 の違いは,命題 2 で用いた重みの一部 (1 + |y| + s) を定理 3 では
(1+ |y|)に弱めた点にある.この点を考慮し定理 3 (ii)を用いることで, F II(∂u)のア・プ
リオリ評価が易しくなる.また, L∞-L∞ 評価の証明自身も定理 3のほうが簡略である.
具体的には,横山 [4]が非斉次解を直接評価したのに対し,我々はデュアメルの原理を用
いることにより斉次方程式

(3)

{
∂2

t u− c2∆u = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × R3,

u(0, x) = 0, ∂tu(0, x) = ϕ(x), x ∈ R3

の解を評価を用いた,それは Klainerman [2]により得られた次の評価である:

命題 4 (Klainerman [2]). v = v(t, x)を (3)の解とする.このとき.

|∂v(t, x)| ≤ C
1

r

(
1 +

Ac

r

)∫
Ac≤|y|≤Bc

1

|y|2
|ϕ(y)|4 dy

+ C
1

rAc

∫
|y|=Ac

|ϕ(y)|2 dSy + C
1

rBc

∫
|y|=Bc

|ϕ(y)|2 dSy

が成り立つ,ただし r = |x|, Ac = |r − ct|, Bc = r + ctとし, k ∈ Z≥0, x ∈ R3 に対して
|ϕ(x)|k =

∑
|α|≤k |Zαϕ(x)|とした.
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