
2章 位相空間

前章では，衝突する以外は相互作用のない独立な分子からなる系（希薄気体）を考え，一つの分

子の運動が分かれば全体が分かるとして，個々の分子の運動状態を表現する速度空間を導入した。

相互作用のある一般の系の状態を記述するにはこれでは不十分である。相互作用のあるN粒子系の

力学的状態を記述するには，6N次元の空間を用いる必要がある。

2.1 位相空間と代表点の運動

N質点系の力学的状態は，3N個の座標と3N個の速度の成分，合計6N個の変数を与え

ることにより完全に記述される。この3N個の座標1を通し番号をつけて{q1, q2, q3, · · · , q3N}
で表し，また対応する速度成分の代わりに運動量の成分{p1, p2, p3, · · · , p3N}を用いること
にすれば，系の力学的状態は6N次元空間の点

(q1, q2, q3, · · · , q3N , p1, p2, p3, · · · , p3N)

で表現される。以下ではこれを単に記号 (q̂, p̂)で表すことにしよう。この6N次元空間のこ

とを位相空間またはΓ (がんま)ギ大空間，状態を表す点を位相点または代表点と呼ぶ。これに

対し個々の分子の力学的状態を記述する6次元の位相空間のことをµ (みゅー)ギ空間2と呼ぶ。

質点系の力学的状態の時間変化は，Γ空間における代表点の運動で表される。この代表

点の運動を考えてみよう。系に外から働く外力も分子間の相互作用も保存力である場合に

は，ポテンシャルエネルギーをΦ(q1, q2, q3, · · · , q3N) (ふぁい)ギ大として，系のエネルギーは

H(q̂, p̂) =
3N∑
i=1

pi
2

2m
+ Φ(q1, q2, q3, · · · , q3N ) (2.1)

で与えられる。変数 (q̂, p̂) で表されたこのエネルギー関数H(q̂, p̂)をハミルトニアンといい

H(q̂, p̂) = constant (2.2)

で定義される6N次元のΓ空間の中の（超）曲面を等エネルギー面あるいはエルゴード面と

呼ぶ。各質点の運動方程式

ṗi = −∂Φ

∂qi

, pi = mq̇i (i = 1, 2, · · · , 3N)

1 必ずしも普通の意味での座標と運動量である必要はない。例えば2原子分子の回転の自由度に対しては，
回転角と角運動量の対が用いられる。このような場合を含めて，qiは一般化座標，piは一般化運動量と呼ば
れ，ハミルトンの運動方程式 (2.3)を満たすような組が選ばれる。

2 Γ，µはそれぞれ，Gasとmoleculeに対応するギリシャ文字。
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2.2. 時間平均と統計平均 19

図2.1 物理量の時間平均

は，(2.1)を用いれば次式のように書くことができる。

q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −∂H
∂qi

(2.3)

これをハミルトンの運動方程式といい，この式がΓ空間における代表点の（6N次元ベクト

ル）”速度” v̂ = (ˆ̇q, ˆ̇p)を与えることになる。エネルギー保存則により代表点は与えられた

エネルギー値に対応する等エネルギー面上を動くが，面上の各点における速度が (2.3)によ

り一意的に決まるから，軌道は決して交わることはない。

2.2 時間平均と統計平均

注目している質点系の力学的状態を表すのはΓ空間の1点である。エネルギーが一定に

保たれる孤立系では，この代表点は与えられたエネルギー値に対応した等エネルギー面上

を動き回る。したがって，たとえ熱平衡状態であっても，代表点のこの運動{q̂(t), p̂(t)}に
伴って系の物理量Q(q̂, p̂)の値は刻々変化する。一般に実験で測定される物理量の巨視的な

観測値は，次式で定義される時間的平均である：

〈Q〉τ =
1

τ

∫ τ

0
Q(q̂(t), p̂(t)) dt (2.4)

熱平衡状態では，測定時間 τ (たう)ギがある程度大きければ，τによらない一定の観測値が

得られるはずである。すなわち観測値は，τ = ∞として

〈Q〉 = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
Q(q̂(t), p̂(t)) dt (2.5)

である。熱平衡状態においてこのような巨視的な観測値が存在して熱力学が成立するため

には，代表点の軌道が次のような性質をもっていなければならない。



20 2章 位相空間

軌道が等エネルギー面上の各点を通過する頻度（確率）は，

極限 τ→∞で出発点すなわち初期状態によらない値をもつ

これは，すべての出発点について要請するのであるから

軌道は等エネルギー面上のすべての点を通過する

と表すこともできる。これをボルツマンのエルゴード仮説といい，軌道がこのような性質

を持つとき，力学系はエルゴード的であるという。この場合，軌道が交わらないことから，

時間が無限に経過するうちに軌道はすべての点を１回ずつ通過することになり，一様な通

過確率を持つことになる。しかしながら，曲面を太さを持たない曲線で一様に埋め尽くす

ことは不可能であるから，「すべての点を通過する」というのは不適当で，点の代わりに「い

くら小さくてもよいが有限な広がりを持つ小領域のすべてを一様に通過する」という意味

に理解しなければならない。そこで，Γ空間を体積要素

dq̂dp̂ = dq1dq2dq3 · · ·dq3Ndp1dp2dp3 · · ·dp3N

に分け，各体積要素を軌道が通過する確率（重率）ρ(q̂, p̂)dq̂dp̂ を導入しよう。もし，以上

のように出発点によらない通過確率が決まるならば，(2.5)の時間平均は，この確率を用い

た統計平均

Q =
∫

Q(q̂, p̂)ρ(q̂, p̂) dq̂dp̂ (2.6)

で置き換えてよいことになる。すなわち

時間平均 〈Q〉 =統計平均 Q (2.7)

としてよい。この等式が成り立つことをエルゴード的と呼ぶこともある。代表点の軌道が

先に述べた厳密な意味でのエルゴード性を持たなくても（あるいは持つことがわからなく

ても），この実用的な等式が成り立つことは十分に期待できるからである。この関係によ

り，物理量の観測値を計算する際に，N質点系の運動方程式を解き代表点の運動を追跡し

て時間平均を求めるという厄介な計算をする代わりに，よく知られている統計平均の計算

をすればよいことになる。

2.3 リウビルの定理

定義式 (2.6)で導入された統計平均は，考えている系とまったく同等な系の仮想的な集団

を考え，この集団について平均することを意味する。エネルギーが一定の場合に限らず，統
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2.3. リウビルの定理 21

計平均を与えるこのような仮想的な代表点の集団のことをギブスの統計集団という。この

場合，ρ(q̂, p̂) は集団を構成する代表点のΓ空間における分布密度を表す。

そこで，Γ空間における代表点の連続な集合，すなわち6N次元の”流体”を考えてみよ

う。ある時刻に代表点の閉じた集合を与えれば，代表点が運動してもその軌道は交わらな

いので，この集合に新たな代表点が出入りすることはなく，以後その個数は保存される。つ

まり，代表点は生まれたり消えたりすることはないから，代表点の密度をρ(q̂, p̂) (ろー)ギと

表すとき，3次元からの類推により次の形の連続の方程式3が成り立つ。

∂ρ

∂t
= −∇̂ · ρv̂ = −

3N∑
i=1

{
∂(ρq̇i)

∂qi

+
∂(ρṗi)

∂pi

}
(2.8)

∇̂は3次元でのdiv演算（発散）すなわち

∇ · a =
∂ax

∂x
+

∂ay

∂y
+

∂az

∂z
=
∑

i=x,y,z

∂ai

∂xi

を6N次元ベクトルに拡張した演算である。(2.3)で表された6N次元の速度 v̂ = (ˆ̇q, ˆ̇p) は

∇̂ · v̂ =
3N∑
i=1

{
∂q̇i

∂qi

+
∂ṗi

∂pi

}
=

3N∑
i=1

{
∂

∂qi

∂H
∂pi

− ∂

∂pi

∂H
∂qi

}
= 0 (2.9)

を4満たす。これを用いれば，連続方程式 (2.8)は次のリウビルの方程式5となる。

∂ρ

∂t
= −

3N∑
i=1

(
∂ρ

∂qi

q̇i +
∂ρ

∂pi

ṗi

)
= −

3N∑
i=1

(
∂ρ

∂qi

∂H
∂pi

− ∂ρ

∂pi

∂H
∂qi

)
(2.10)

これは，Γ空間の各位置における代表点密度の，流れの出入りによる時間変化を表す。

リウビルの方程式で与えられる∂ρ/∂t は，Γ空間内で静止した点から見た時間変化であ

る。これに対し，流れに乗って移動していく点からみた時間変化を考えるときは，Γ空間

での場所が微小変化することによる時間変化も考慮しなければならない。すなわち，変

数 q̂(t), p̂(t) を通しても時間 tに依存するから，この場合の代表点の密度の時間変化は

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+

3N∑
i=1

(
∂ρ

∂qi
q̇i +

∂ρ

∂pi
ṗi

)

で表される。ここで上で得られたリウビルの方程式 (2.10)を用いれば

dρ

dt
= 0 (2.11)

となり
3 空間に固定されたある体積内に含まれる”粒子数”の時間変化は，”粒子”が生まれたり消えたりすること

がない場合には，その体積の表面を通過する”粒子流”の流入・流出の収支だけで与えられる。→章末に（付）
4 これは流体力学で「非圧縮性の条件」「縮まない流体」と呼ばれる性質に対応する。
5 各質点の座標と運動量の関数である一般の物理量 Q(q̂, p̂) の運動方程式（ポアソン括弧式）は，右辺の

符号が異なることに注意。
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22 2章 位相空間

図2.2 リウビルの定理

代表点の密度は軌道に沿って一定である。（非圧縮性条件）

これをリウビルの定理という。見方を変えれば，はじめにΓ空間内のある閉曲面で囲まれ

ていた代表点の集合に着目すると，閉曲面の場所が移ってもこの中に含まれる代表点の数

は保存される。したがって，軌道に沿って密度が一定であるということは，図のように閉

曲面が移動して形は変わっても，この集合が占めるΓ空間の体積（一般に測度）は不変で

あることを意味する。

リウビル方程式の定常解　リウビルの定理は代表点の分布の形が時間的に変わらないこ

と，すなわち定常状態を意味しているのではない。定常状態は，Γ空間で静止したた各点

で見た時間的変化がないこと，すなわち

∂ρ

∂t
= 0

が成り立つ状態である。少なくとも代表点の分布密度 ρ(q̂, p̂) がハミルトニアン H(q̂, p̂) を

通してのみ (q̂, p̂) に依存し，

ρ = ρ0(H(q̂, p̂) )

の形になっておれば
∂ρ

∂qi
=

dρ0

dH
∂H
∂qi

,
∂ρ

∂pi
=

dρ0

dH
∂H
∂pi

であるから，これを (2.10)の右辺に代入することにより，∂ρ/∂t = 0，すなわち代表点の流

れがあるにもかかわらず，分布の形としては定常分布であることがわかる。

2.4 統計的平衡

熱平衡状態において時間によらない観測値が得られるということは，統計集団を構成す

る代表点の密度が定常（統計的平衡）になっていることに対応する。上で見たように，ハ
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2.5. 等確率の原理 23

ミルトニアンH(q̂, p̂)を通してのみ (q̂, p̂)に依存する形 ρ0(H(q̂, p̂))をもつ代表点の分布はリ

ウビル方程式の定常解である。したがって，エネルギーが保存される孤立系では，熱平衡

状態に対応する定常解は，与えられたエネルギー値Eに対応する等エネルギー面上でのみ

0でない一様な密度を持つような分布であると考えられる。ただし，2.3節で考えた密度は

Γ空間の体積密度であるから，ここで導入した一様分布は等エネルギー面上で一様な分布

ではなくて，エネルギーEとE + ∆Eの近接した２枚の等エネルギー面の間にはさまれた

体積空間で一様な分布

ρ0(H(q̂, p̂)) =




constant E ≤ H(q̂, p̂) ≤ E + ∆E の領域

0 それ以外の領域
(2.12)

である。この一様な分布6 のことをミクロカノニカル分布，この分布に従う統計集団のこ

とをミクロカノニカル集団という。

2.5 等確率の原理

ここまでは，力学的考察からエルゴード仮説に基づいて統計的手法を導入したが，力学

系のエルゴード性は一般的に成り立つことが示されているわけではなく，考えている力学

系がエルゴード的であるかどうかは，個々の系について直接確かめてみるよりほかはない。

そこで，平衡状態を問題にする限りでは，エルゴード仮説を用いる代わりに，次のように

考えてミクロカノニカル分布を導入することもできる。

平衡状態において同じ巨視的な観測値（たとえば同じエネルギー値）を与える非常に多

くの異なる微視的状態（力学的状態）が存在するが，熱力学ではこの微視的状態の差異は

区別されない。したがって，巨視的な観測量で区別しない以上，個々の微視的状態にあら

かじめ偏見を持ち込むわけにはいかないと考え，

孤立系では，同じエネルギーをもつすべての微視的状態は等しい実現確率を持つ

と仮定する。この仮定を等確率の原理，または等しい先験的確率の仮定といい，この原理

に基づいて統計理論を組み立てていく立場をとるのである。これは，コイン投げで表・裏
6 これをどうしても等エネルギー面上の分布で表したいなら，等エネルギー面間の間隔，すなわちエネル

ギー勾配の逆数 1/|∇̂H(q̂, p̂)|に比例する面密度を持つとすればよい。∇̂は，ここでは6N次元座標での勾配
演算であり，エネルギー勾配の大きさは以下で与えられる：

|∇̂H| =

{
3N∑
i=1

(
∂H
∂qi

)2

+
3N∑
i=1

(
∂H
∂pi

)2
}1/2
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24 2章 位相空間

図2.3 パイこね変換

の出る確率が1/2ずつ，あるいはサイコロの6つの目が出る確率が1/6ずつということを

前提にしてゲームに興じるのと同じであって，このことが正しいかどうかを原理的に証明

できる性質のものではない。

エルゴード仮説，等確率の原理のいずれの立場をとるにしても，これが正しいかどうか

は，これを出発点にして組み立てられた統計力学から得られる結論が，実際の自然法則と

矛盾しないかどうかによって確かめるしかない。極論すれば，両者とも厳密に成り立ってい

る必要さえないのである。実際，平衡状態において物理量を観測する有限の時間内——ほ

とんどの物理測定は一瞬のうちに行われる！——に，等エネルギー面上のすべての微視的状

態が実現されるわけではない。すべての微視的状態が実現されるには101010（10の「10の

10乗」乗）という途方もない時間を要するのである。こんな宇宙の年齢1010（10の10乗）

年をさえもはるかに超えた時間ではなく，現実的な時間内で実用的なエルゴード性 (2.7)が

成り立っていないと困るのである。統計学的な言い方をすれば，有限時間内に実現される

微視的状態のほとんどは母集団の中の「ありふれた標本」であって，特異な標本ばかり次々

にサンプリングしているようなことになっていなければよいのである。この問題について

は次章で検討しよう。

2.6 力学系*

ハミルトンの運動方程式を2.3節のリウビルの定理のような見方をするならば，力学はΓ

空間の代表点の集合から集合への連続な写像（変換）ということになる。このような点の

集合から集合への変換Tで時間発展についての推移則T (t1, t2) = T (t1, t)T (t, t2)をみたす

ものを，一般に力学系と呼ぶことがある。ハミルトンの運動方程式に従いリウビルの定理

を満たす通常の力学系は，集合の用語を用いるならば測度を保存する保測変換である。

保測変換の簡単な例としてパイこね変換と呼ばれるものがある。これは2次元平面の正
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図2.4 時間反転（逆変換）

方形内の点の集合S = {(x, y); 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ 1}からS自身への写像であって，変換式

　F (x, y) =




(2x, y/2) 0 < x ≤ 1
2
のとき

(2x − 1, (y + 1)/2) 1
2

< x ≤ 1 のとき
(2.13)

で表される。はじめに上半分は白，下半分は赤と色をつけておけば，図2.3で示されている

ように，この変換を何度か繰り返すうちに混じり合って，一様なピンク色になっていくこ

とが想像できよう。半々でなくても，いくら小さくてもよいから有限な広がりを持つどこ

か一か所に色をつけておくと，必ず位相空間全体（今の場合は正方形内）に一様に混じっ

てしまう。このような性質を混合性という。

色が必ず混じっていく一方という意味でこの過程は非可逆過程である。しかしながら，こ

れは１回１回の変換が非可逆であることを意味しない。実際，１点の運動に注目する限り

では，点は正方形の中をあちこちとうろつき回るだけで何も非可逆らしい振る舞いを示さ

ない。また，図2.4のように逆変換をたどっていっても，やはり色は一様に混じっていくこ

とがわかる。このように，非可逆性は変換すなわち運動方程式そのものがもっているので

はなく，ある瞬間に上半分（あるいは，いくら小さくても有限な広がりを持った領域）に

色をつけ，その集合の変化を追ったことによって現れたものと考えられる。

Γ空間についても同じことが想像される。ハミルトンの運動方程式に従う１つの代表点

の運動はあくまでも可逆であるが，もし代表点の集合としての力学系が混合的であれば，Γ

空間の近接した代表点の差，すなわち状態の微視的な差を無視した見方をするとき，非可

逆性が現れることになる。統計力学では，この微視的な差を無視する見方を粗視化と呼ん

でいる。これはΓ空間を適当な大きさのセルに分けたとき，同一セル内の微視的状態を区

別しないことに相当する。図2.2で示されているように7，最初にある1つのセルに入って

いた代表点の集合は，時間がたつにつれてその体積を保ちながら次第に多くのセルにまた

がるようになり，最初に持っていた色，すなわち状態を区別する情報が薄められていく。

7 ただし，図2.2で示された振舞いは正確な意味では混合的ではなく，いくら待っても全てのセルにまたが
ることはない。



26 2章 位相空間

（付）連続の方程式
連続の方程式というのは，次の事実を表現するものである。「粒子数が保存される，すなわち粒

子が途中で生まれたり消えたりしないならば，空間に固定された任意の閉曲面で囲まれた領域に含
まれる粒子数の時間的変化は，領域の表面を通過して出入りする粒子流の差し引きだけで与えられ
る。」これは粒子数だけでなく，エネルギーや電荷など保存則が成り立つ量であれば適用される。人
の流れでもいいだろう。

ρ(x, y, z, t)を単位体積当たりの粒子数（粒子数密度），v(x, y, z, t)を流れの速度としよう。この
とき j = ρvが粒子流密度，すなわち流れに垂直な断面を通過する，単位面積・単位時間あたりの粒
子数を与える，流れの方向のベクトルである。ρが電荷密度ならjは電流密度である。
一辺がdx，dy，dzの微小な直方体（平行６面体）領域を考えよう。x-軸に垂直な面積dydzの２

つの面を通過する流量は，流れ密度ベクトルのx成分で与えられる。他の４つの面についても同様
だから，直方体に含まれる全粒子数ρdxdydzの時間的変化率（単位時間当たりの変化量）は，６つ
の面での出入りを考慮して

∂

∂t
ρ(x, y, z, t)dxdydz = [jx(x, y, z, t) − jx(x + dx, y, z, t)]dydz

+ [jy(x, y, z, t) − jy(x, y + dy, z, t)]dzdx

+ [jz(x, y, z, t) − jz(x, y, z + dz, t)]dxdy

= −∂jx

∂x
dx dydz − ∂jy

∂y
dy dzdx − ∂jz

∂z
dz dxdy (2.14)

すなわち
∂ρ

∂t
= −∂jx

∂x
− ∂jy

∂y
− ∂jz

∂z
(2.15)

で与えられる。ここで (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)を成分とするベクトル的な演算記号（ナブラ）

∇ =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
(2.16)

を導入し，二つのベクトルのスカラー積の記号

a · b = axbx + ayby + azbz (2.17)

を用いれば，上式は
∂ρ

∂t
= −∇ · j = −∇ · ρv (2.18)

と書くことが出来る。∇をベクトル量にスカラー積的に演算したときには，これを発散といい，divと
いう記号を用いることもある。すなわち

連続の方程式　　
∂ρ

∂t
= −div(ρv) (2.19)

である。∇はもともと１階微分演算だから，関数の積に対する微分の規則を適用できて

∇ · ρv = (∇ρ) · v + ρ(∇ · v) (2.20)

である。∇をスカラー量に演算したときは勾配といい，grad という記号を用いて

∇ρ = grad ρ (2.21)

と書くこともある。これは密度の勾配の大きさと方向を与えるベクトル量である。




