
EPRパラドックスとBellの不等式
歴代の最前線の物理学者を悩ませてきた波動関数と確率，重ね合わせの状態，

観測による波動関数の収縮などは，量子力学の手法が確立された現在でも，いま

だに万人がうなづけるすっきりとした説明の仕方もないと言っていい。ここでは，

量子力学的な確率と古典的な確率の違いを明確に示した「Bellの不等式」を，難

しい理屈はできるだけ避けて初学者にも理解可能な形で紹介する。

1 スピン状態

量子ビットでは最も簡単な量子構造として「|0〉と |1〉という２状態を
とる粒子」が用いられるが，具体的には基本粒子のスピン角運動量を用い
て説明するのが最もわかりやすい。大きさ 1/2（角運動量 S = h̄/2）のス
ピン演算子は，パウリ行列

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(1)

で表すことができる。
上の 3成分とも固有値は ±1であることは容易に確かめられよう。以下
では，任意の方向の成分の固有値，すなわち任意の方向でスピンを観測し
たときの測定値がやはり ±1であることを示し，その固有ベクトルを求め
よう。σz の固有値 ±1に対応する固有ベクトルをそれぞれ

(
1

0

)
= |+〉,

(
0

1

)
= |−〉 (2)

とする。任意の測定方向 n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)に対して

σ′z = n · σ = nxσx + nyσy + nzσz =

(
cos θ e−iφ sin θ

eiφ sin θ − cos θ

)
(3)

の固有値も ±1であることは，固有値の和 Tr σ′z = 0と積 Det σ′z = −1

からわかる。2行 2列の行列の固有値問題を解けば，±1に対応する固有
ベクトルは以下のように求められる（行列をかけて確かめてみよ）：

|+′〉 =

(
e−iφ/2 cos(θ/2)

eiφ/2 sin(θ/2)

)
= e−iφ/2 cos

θ

2
|+〉 + eiφ/2 sin

θ

2
|−〉

(4)

|−′〉 =

(
−e−iφ/2 sin(θ/2)

eiφ/2 cos(θ/2)

)
= −e−iφ/2 sin

θ

2
|+〉+ eiφ/2 cos

θ

2
|−〉

各々に，絶対値 1の任意の位相係数がかかってよいが，ここではユニタリ
変換1 で得られる形に合わせた。

1 z軸の周りに φ，y軸の周りに θ回転するとき，U = exp(−iφσz/2) exp(−iθσy/2)と
して，σ′

z = UσzU
†，固有状態は（以下，複合同順）σ′

zU |±〉 = UσzU
†U |±〉 = Uσz|±〉 =

±U |±〉により，|±′〉 = U |±〉のようにユニタリ変換される。(4)は角度 φについても θに
ついても周期 4πであることに注意。（公式）exp(iασν) = cosα+ iσν sinα (ν = x, y, z)
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状態ベクトルと測定　上で求めた σ′z の固有状態は，元の |+〉, |−〉 か
ら見れば重ね合わせの状態である。つまり，重ね合わせの状態というのは
別の物理量の固有状態になっている。一般の系の重ね合わせ状態の場合に
は，それが固有状態となるような簡単な物理量を思い浮かべるのが難しい
だけである。（注．次節の例は全角運動量 0の固有状態である。脚注参照）
　量子力学における状態は（やや抽象的な）ヒルベルト空間のベクトルで
あり，基底ベクトルの（一般には複素係数の）一次結合で作られる様々な
方向のベクトルが可能である。これが重ね合わせの状態である。この状態
ベクトルに対してある物理量を測定すれば，状態ベクトルはその物理量の
いずれかの固有ベクトル（新たな基底ベクトル）の方向に射影される。
下の図は，ヒルベルト空間（状態ベクトル空間）の例である。ユニタリ
変換の係数は複素数でもよいから，これはその一部分（部分空間）であ
り，実数係数の直交変換の範囲に限定している。

2 EPRパラドックスとBellの不等式

A

B
スピン 1/2粒子の対が発生し，スピン角運動量の和が 0であることだ
けは確かだったとしよう。その後，±スピン対は重ね合わせの波動関数2

|ψ〉 = 1√
2
( |+−〉 − |−+〉 ) (5)

で表されたもつれた状態のまま，一方は Aに，他方は Bに到達したとす
る。この離れた２点の粒子の間には非常に強い非局所的相関がある。—–

Aで粒子のスピンを観測して例えば +であったとき，波動関数は |+−〉
に収縮し，Bでは必ず −であることが自動的に決まる。
これは不可解である。状態の変化は何らかの物理的原因で起きる。Aの
粒子で例えば +であることを観測した瞬間には，離れた Bの粒子に何も
物理的な影響は及んでいないから（局所性），この瞬間に Bの粒子に変
化が起きるはずはない。したがって Bの粒子はそれ以前から −でなけれ
ばならず，+の可能性ももつ重ね合わせの状態 (5)であったことと矛盾す

2 全スピン角運動量 S = S1 + S2 がベクトル量として 0である状態は Singlet状態
と呼ばれ，必然的にこの形の重ね合わせの状態になる。(4)で与えられるどの方向の成分
表示でも |ψ〉 = (|+′−′〉 − |−′+′〉)/√2 と書け，どの方向でも反平行対となっている。一
方，S = 1の状態は Sz = 0, ±1の 3状態が縮退しており，Triplet状態と呼ばれる。
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る。さもなくば，いかに離れていても連携する非局所的物理量が存在する
（あるいは相互作用が光速を超えて瞬時に伝わった）かのごとく見える。
このことを EPR現象（あるいは EPRパラドックス）という。3

この現象を納得するには，常識的に「スピン対の状態は，測定したと
きに |+−〉，| −+〉のどちらになるか，観測する前から決まっているが，
我々にわかっていないだけだ」と考えればよい。波動関数による状態の記
述は不完全で，対の状態を決定している隠れた変数があるのではないか？
しかしながらこの考えは，簡単な不等式によって明確に否定された。

スピンの相関　後ほど必要になる，方向が θ 異なる２つの方向の成分
の相関，〈σAz σ′Bz 〉 を量子力学から求めておこう。ベクトル |ψ〉 を，Bの方
（ |..〉の後ろの ± ）だけ，(4)の逆変換を用いて |+′〉, |−′〉で表して書き
直せば以下のように求められ，素朴な予想と合う結果が得られる：

　　　　 (G.4)の逆変換

|+〉 = eiφ/2
(
cos

θ

2
|+′〉 − sin

θ

2
|−′〉

)

|−〉 = e−iφ/2
(
sin

θ

2
|+′〉+ cos

θ

2
|−′〉

)
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σA

σB

θ

n

•

|ψ〉 =
1√
2

(
e−iφ/2 sin

θ

2
|++′〉+ e−iφ/2 cos

θ

2
|+−′〉

−eiφ/2 cos
θ

2
|−+′〉+ eiφ/2 sin

θ

2
|−−′〉

)

〈σAz σ′Bz 〉 = 〈ψ|σAz σ′Bz |ψ〉 = sin2
θ

2
− cos2

θ

2
= − cos θ (6)

Bellの不等式　 Aと Bのそれぞれにおいて，対粒子のスピンをいくつ
かの方向 {ni}のいずれかで繰り返し測定してスピン成分の相関 〈σAi σBj 〉
を求めるとする。隠れた変数の考えでは，A（および B）で測定したとき
に得られる各 ni 方向のスピン成分の値 σi (Bでは − σi)は粒子対ができ
たときに決まる。±1のどちらになるかは，未知の確率的な変数（複数個
も可）に支配されていて，その変数の値が u のとき σi(u)，すなわち uの
値に応じて ±1のどちらかになるとし，値 uの実現確率を P (u) (≥ 0)と
しよう。A，Bは十分に離れていて一方の測定が他方に影響を与えること
はない（局所性）。このとき，A，Bにおけるスピン成分の相関は

〈σAi σBj 〉 = −
∑
u

σi(u)σj(u)P (u),
∑
u

P (u) = 1 (7)

で与えられる。ここで，σi = ±1 (i = 1, 2, 3)のどの組み合わせでも，

−σ1σ3 + (σ1 + σ3)σ2 = 1 または − 3

であり，8通りの組み合わせが確率 P (u)で実現されるわけだから，その
期待値であるスピンの相関に関する Bellの不等式が得られる：

− 3 ≤ 〈σA1 σB3 〉 − 〈σA1 σB2 〉 − 〈σA2 σB3 〉 ≤ 1 (8)

3 Einstein-Podolsky-Rosenの頭文字。原論文の「運動量と座標の同時決定の可能性」
など，様々なバージョンがあり，次のように表すこともできよう。 —– 可換な物理量は
共通の固有状態をもち，同時に決定できる。非可換なため固有状態を同時に実現できない
２つの物理量（例えば σz と σx）をAと Bで手分けして，（あらかじめ時刻をあわせてお
いて）同時に測定（注）したとする。もし一方における測定（＝ある固有状態に決まる）
により他方の状態も瞬時に決まるとすると，Aにおいて（Bにおいても）非可換な２つの
物理量の固有状態が同時に実現されることになり，矛盾が生じるかに見える。（注．異な
る粒子の σz と σx は可換で同時測定可能ある。）　　→『雑書庫』[209]
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不等式の破れ　ここで ni，nj の間の角度を θij とする。量子力学に基
づく計算ではスピンの相関は，(6)の結果を一般化することにより，4

〈σAi σBj 〉 = − cos θij (9)

で与えられ，Bellの不等式 (8)に現れた相関の式は以下となる：

〈σA1 σB3 〉 − 〈σA1 σB2 〉 − 〈σA2 σB3 〉 = − cos θ13 + cos θ12 + cos θ23

n1, n2, n3 がこの順番で同一平面上にあり，θ12 = θ23 = θ, θ13 = 2θ

である場合には，右辺は

− cos 2θ + 2cos θ = 2cos θ(1− cos θ) + 1 (10)

となる。下図のように 0 < θ < π/2の配置では 1より大きく，Bellの不
等式 (8)は満たされない。θ = π/3で右辺は最大値 3/2となる。
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実験による検証　ある実験は上と少し異なる設定で行われた。Aでは
n1，n2のいずれかの方向，Bでは n3，n4のいずれかの方向で同時に測
定し，A，Bにおける測定値の４通りの組み合わせで相関を求める。この
場合，σi = ±1 (i = 1, 2, 3, 4)のどの組み合わせであっても

(σ1 + σ2)σ3 + (σ2 − σ1)σ4 = ±2

のいずれかであるから，先ほどと同様にして４通りの相関に関する新たな
不等式が得られる：　　　　　　　注．この不等式では σAi = −σBi は不要

− 2 ≤ 〈σA1 σB4 〉 − 〈σA1 σB3 〉 − 〈σA2 σB4 〉 − 〈σA2 σB3 〉 ≤ 2 (11)

ここで，同一平面上で n1 と n2，n3 と n4 がそれぞれ直交する方向に
測定器を置き，n1と n3を角 θだけずらせて測定するとする。Singlet対
の場合，量子力学から計算される相関では，結論 (9)を用いて

(11)の相関の式 = 2(cos θ + sin θ) = 2
√
2 sin

(
θ+

π

4

)
(12)

となり，0 < θ < π/2では右辺は２より大きい。θ = π/4で最大値 2
√
2

となり，不等式を大きく破る可能性がある。

以上を光の偏光に応用した実験により，「測定する前から決まっている」
とする隠れた変数の考え方は量子力学とは相反することが実証された。5
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4 以下のように直接求めることもできる：状態 |ψ〉では角運動量ベクトルの和が 0である
から，σB|ψ〉 = −σA|ψ〉，よって 〈ψ|(ni ·σA)(nj ·σB)|ψ〉 = −〈ψ|(ni ·σA)(nj ·σA)|ψ〉，
これに公式 (n · σ)(n′ · σ) = n · n′ + i(n × n′) · σ と，〈ψ|σA|ψ〉 = 0 を用いて
〈ψ|(ni · σA)(nj · σB)|ψ〉 = −ni · nj = − cos θij となる。公式はパウリ行列の性質，
σx

2 = σy
2 = σz

2 = σ0（単位行列），σyσz = −σzσy = iσx etc. から導かれる。
5 スピンと光の偏光との対応については→「雑書庫」[228]。 なお，実験を繰り返し

て得られる期待値ではなく，１回の測定で決着をつける話もある。→[208]。
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————————————————

（追記）Aで観測を行うことは，Bに何も物理的影響を与えない。確かに観測前

は「+か −かは決まっていない」重ね合わせの状態であり，観測後は「半々の
確率で + か − かのどちらかに決まっている」状態（混合状態という）である。
しかしながら，（Aで観測を行ったことを伏せておいて，）Bで独自に観測を行う

とすれば「半々の確率で+か −が期待される」という点では，Aの観測の前後

で何も変化は起きていない（起きるはずがない）のである。ただし，対全体では

明らかに物理的変化が起きている。Aの観測後に決まる |+−〉あるいは | − +〉
の状態では「もつれ」が解消していて，σx や σy については ±の対になってい
るとは限らず，ベクトル量としての角運動量保存則が破れている。これは，Aに

おいてスピン角運動量を測定することで，対の全角運動量に影響を与えたからで

あり，量子力学の対象となるミクロの世界では，ごく普通のことである。

　なお，A で σz の観測をした後では，結果がまだ知らされていない場合でも，

B では「（σx や σy ではなくて）σz の固有状態のいずれかになった」ことだけ

は確かだと思うかもしれないが，そうではない。混合状態では，「半々の確率で

σz の固有状態のいずれかになっている」ことは「半々の確率で σx（または σy）

の固有状態のいずれかになっている」ことと全く同じである。（→雑書庫 [207]）
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