
ミクロカノニカル分布の幾何学的確率でMaxwell分布を求める　 2003/8/30, 2012.10.3 改訂

元の版では高次元の幾何学で考察していたが，無用なため削除した。このため「幾何学的確率」という意味

が見えにくくなったが，超球面上での所定の微小部分の面積比から確率を求めるという意味である。

N 個の粒子から成る理想気体の 3N 次元運動量空間の等エネルギー球面，あるいは 3N 次元速度
{ vi = pi/m }で表した球面

3N∑
i=1

vi
2 =

2E

m
(1)

の上に確率が一様に分布したミクロカノニカル分布から，µ次元部分空間への射影を考える。簡略化の
ため当面の間は n = 3N, a2 = 2E/mとしておく。変数を 2部分に分けて

v2 = v1
2 + v2

2 + · · ·+ vμ
2, v 2 = vμ+1

2 + vμ+2
2 + · · ·+ vn

2 (2)

とする。等方性を考慮して，体積要素1 を

dv1 · · · dvμ = dμv = Sμ(v)dv, dvμ+1 · · · dvn = Sn−μ(v) dv (3)

確率分布を Pμ(v) d
μvとすれば，μ次元空間への射影は残りの n− μ個の v変数を積分して

Pμ(v) d
μv =

(∫ √
a2−v2

0
Pn(

√
v2 + v 2 )Sn−μ(v) dv

)
dμv (4)

で与えられる。半径 aの n次元球の表面で一様な確率分布は，規格化を考慮して

Pn(v) d
nv =

1

Sn(a)
δ(v − a)Sn(v) dv (5)

である。n次元の vをあらためて
√
v2 + v 2とおき，デルタ関数の公式2 を用いれば，vの関数として

Pn(
√
v2 + v 2 ) =

1

Sn(a)
δ(
√
v2 + v 2 − a) =

a

Sn(a)
√
a2 − v2

δ(v −
√
a2 − v2 ) (6)

となる。以上より μ次元へ射影された確率分布が得られる3：

Pμ(v) d
μv =

a

Sn(a)
√
a2 − v2

Sn−μ(
√
a2 − v2 ) dμv =

Sn−μ(1)

Sn(1)

(
1− v2

a2

)(n−μ−2)/2
dμv

aμ
(7)

粒子数N（n = 3N）は十分大きいとするから，(7)は v = 0にピークをもつ，幅（太さ）が v/a ∼
1/
√
n程度の急激に減少する関数である。μ � nとして係数の Γ 関数に Stirlingの公式を適用し，

Sn−μ(1)

Sn(1)
= Γ

(
n

2

)
/πμ/2 Γ

(
n− μ

2

)
�
(

n

2π

)μ/2

(8)

さらに公式
lim
ε→0

(1− ε)1/ε = e− 1 （ eはNapier数） (9)

1 半径 rの n次元球の表面積： Sn(r) = 2πn/2rn−1/Γ(n/2)，体積： Vn(r) = 2πn/2rn/nΓ(n/2) = (r/n)Sn(r),
ガンマ関数の漸化公式： (n/2)Γ(n/2) = Γ( (n+ 2)/2 )

2 f(x0) = 0として，δ(f(x) ) = [(df/dx)−1]x0 δ(x− x0)
3 μ = n− 2では，Sn(1) = 2πVn−2(1), S2(1) = 2πより，Pn−2(v) = 1/Vn−2(a) = constantとなる。現に，(4)で
Pn(v) = 1/Vn(a) (v ≤ a)とすれば，デルタ関数など必要なく積分は簡単で，(7)で nを n+ 2としたものと同じ
結果が得られる。つまり，n � 1のときには球内一様分布から出発してもあとの結論は同じになることが分かる。
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を用いれば，μ � nのとき

Pμ(v) d
μv �

(
n

2πa2

)μ/2

exp

(
−nv2

2a2

)
dμv (10)

と評価される。(2)を代入すれば各成分の確率の積の形になり，μ個の成分は確率的に独立とみなせる。

μ = 3のとき，n = 3N, a2 = 2E/mにもどして 1粒子の運動エネルギーの平均値を計算すれば

mv2

2
=

E

N
(11)

であり，気体分子運動論による圧力の表現とボイル-シャルルの法則

圧力 P =
N

V
pxvx =

Nm

3V
v2 , PV = NkT (12)

により E/N = 3kT/2と決まる。以上より個々の粒子の速度に関するMaxwell分布が得られる：

f(vx, vy, vz) dvxdvydvz =
N

V

(
m

2πkT

)3/2

exp

(
−m (vx

2+ vy
2+ vz

2)

2kT

)
dvxdvydvz (13)

逆に，マクスウェル分布（指数分布）がすべての viに適用できるとして

H =
m

2

(
v1

2 + v2
2 + · · ·+ vn

2
)
=

mv2

2
(14)

の確率分布を考える。熱浴と同様に，さらに大きな粒子数 N とエネルギー E，A2 = 2E/mのミクロカ
ノニカル分布から，N (� N )粒子部分空間への射影を考え，μ = nとして (10)を適用すればよい。た
だし，(10)の中の n/a2は今の場合 3N/A2 であるが，新たにパラメータ E = (N/N ) E を導入して

3N
A2

=
nm

2E
(15)

とすればよい。体積要素は H で表せば

dnv = Sn(v) dv =
2πn/2

Γ(n/2)

(
2H

m

)(n−2)/2 dH

m
(16)

であるから，

P (H) dH =
2πn/2

Γ(n/2)

(
nm

4πE

)n/2

e−nH/2E
(
2H

m

)(n−2)/2 dH

m

=
(n/2)n/2

Γ(n/2)
e−nH/2E

(
H

E

)(n−2)/2

︸ ︷︷ ︸
(∗)

dH

E
(17)

となる。すなわち，n = 3N, E/N = 3kT/2とおけば（自明のことながら）カノニカル分布である。

急激に減少する指数関数と，急激に増大するベキ関数の積の形であり，H/E = 1− (2/n)で最大に
なる。実際，係数を除く部分 (∗)の対数をとり，H/E = 1 + ξ とおけば，nがじゅうぶん大きいとき

log (∗) = −n

2
(1 + ξ) +

n− 2

2
log (1 + ξ) � −n

2
− nξ2

4
, (∗) � e−n/2 e−nξ2/4 (18)

と近似される。主要部分は |ξ| ∼ 1/
√
nまでだから，ξについての展開は最低次でじゅうぶんである。
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ここで Stirlingの公式

z Γ(z) = Γ(z + 1) �
√
2πz

(
z

e

)z

(19)

を用いれば，係数は z = n/2として

(n/2)n/2

Γ(n/2)
�
√

n

4π
en/2 (20)

となり，n � 1のとき

P (H) dH =

√
n

4π
exp

[
−n

4

(
H

E
− 1

)2
]
dH

E
(21)

が得られる。これは，H = E に鋭いピーク（平均値 E に相対的な幅が
√
2/n の程度）をもち，積分が 1

に規格化された関数だから，n → ∞のとき，全エネルギーについてミクロカノニカル分布となる：
P (H) dH = δ(H −E) dH (22)

これを n次元速度の大きさ v =
√
2H/mについて書けば，a =

√
2E/mとして確率分布は

P (v) dv =

(
n

πa2

)1/2

exp

[
− n

a2
(v − a)2

]
dv � δ(v − a) dv (23)

となる。これは必ずしも n次元速度空間で半径 aの球面上の一様分布4になることを意味するのではな
い。ここでは vの正規分布と vn−1の積が，n � 1で「v = aの位置で幅が n−1/2a � aのピーク」と
なり，vの関数としてほぼデルタ関数とみなせるということである。3変数正規分布であるマクスウェ
ル分布 (13)を速度の大きさの関数として描けば，0ではない有限位置にピークをもつ，v2e−βv2 の形に
なるのと同様である。

ミクロカノニカル分布は，位相空間（n次元運動量空間：n= 3N）では n 次元球面上の一様分布
であって，等方的なため各成分は相関関数の意味での相関はないが拘束があり，決して独立ではない5。
μ � nの次元に射影して初めて確率的に独立とみなせるようになる。一方，カノニカル分布は，原点が
中心の等方的多変量正規分布（有意な半径が上の n次元球面の半径 aの 1/

√
n程度であって，球面との重なり

はほとんどない！）で各成分は最初から確率的に独立であり，全く様相が異なる。しかしながら n � 1

のときには，粒子の個別性 を考慮しない全エネルギー H の確率分布や 3 次元速度空間での速度分布
（Maxwell分布）を考えるときは，実際上，両者は統計的に等価である。

4 その場合は，(5)のように vn−1を掛ける前からデルタ関数になっており，(23)の特別なケースである。
5 たとえ変数を一つ消去して残りの n − 1 個の独立変数で表現しても，半径 a の n − 1 次元球内で Pn−1(v) =

2a/Sn(a)
√
a2 − v2 であり，確率的には独立ではない。
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